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Chapitre

Bijections réciproques

1.1 Rappels d’algebre

Soit D une partie de R, et f : D — R une fonction. On note C la courbe représentative de f
(dans un repére orthonormeé fixé une fois pour toutes), aussi appelée graphe de f : c’est ’ensemble
des couples (z,y) tels que z € D et y = f(z). Etant donné g € D, on dit que f(x) est l’image
de xg par f. Etant donné yy € R, on appelle antécédent de yo par f tout élément xy € D tel que
f(xo) = yo. Graphiquement, on peut chercher les antécédents (éventuels) de yo par f de la fagon
suivante. On trace la droite horizontale d’équation y = yq, et on cherche les points d’intersection
de cette droite avec la courbe C qui représente f. Chaque point d’intersection a pour ordonnée yj ;
si on note z( son abscisse, on a bien f(xg) = yo c’est-a~dire que xo est un antécédent de yo par f.
Comme tous les antécédents de yo par f s’obtiennent ainsi, on a démontré le résultat suivant.

Proposition 1.1 Soit yo € R. Les antécédents de yo par f sont les abscisses des points d’intersec-
tion de C avec la droite horizontale d’équation y = yo. En conséquence, les nombre d’antécédents
de yo par [ est égal au nombre de points d’intersection de C avec la droite horizontale d’équation

Y ="Yo-

1.1.1 Injectivité

Définition 1.2 On dit que f est injective si tout élément de R posséde au plus un antécédent.
Cela s’écrit formellement :

Vo, ' € D f(z) = f(2)) = o =2
On peut remplacer cette définition formelle par sa contraposée, qui est équivalente :
Vo,2' € D x#3 = f(x) # f(2).

En frangais cela signifie : si deux éléments de D sont différents alors leurs images sont différentes.
Autrement dit, si deux éléments de D ont la méme image alors ils sont égaux.

La proposition 1.1 fournit la caractérisation suivante.

Proposition 1.3 La fonction f est injective si, et seulement si, sa courbe représentative C coupe
toute droite horizontale en au plus un point.

En analyse, le moyen le plus simple de démontrer qu'une fonction est injective est le résultat
suivant.



Proposition 1.4 Si D est un intervalle et si f est strictement monotone sur D alors f est
imjective.

Pour démontrer cette proposition, supposons que f est strictement décroissante (le cas ou f
est strictement croissante se démontrant de fagon analogue). Soient z,2’ € D tels que x # a’. Si
x < a’ alors f(x) > f(2') done f(z) # f(2'). Sinon, on a x > 2’ donc f(x) < f(2') et f(z) # f(a').
Dans tous les cas on a donc démontré que f(xz) # f(z'), ce qui termine la preuve.

1.1.2 Sujectivité

Maintenant on se donne aussi une partie V' de R, et on suppose que f est une fonction de D
dans V, ce qu'on note f : D — V' ; on dit aussi que f est a valeurs dans V. Cela signifie que
pour tout z € D, on a f(x) € V. Par exemple on peut considérer la fonction carré, définie par
f(x) = 22, comme une fonction f : R — R+, ou bien comme une fonction f : R — [~2, +o0].
Mais on ne peut pas la considérer comme une fonction f : R — [—2,5] car on a 3 € R mais
fB3)=9¢[-2,5].

Cette partie V de R, dans laquelle f est a valeurs, n’intervient pas dans la définition d’injectivité
ci-dessus. Mais elle est fondamentale pour la définition suivante.

Définition 1.5 On dit que f : D — V est surjective si tout élément de V' posséde au moins un
antécédent. Cela s’écrit formellement :

YyeV 3dxeD y= f(z).

La proposition 1.1 fournit la caractérisation suivante. Dans cet énoncé, on suppose a priori que
f est bien une fonction de D dans V.

Proposition 1.6 La fonction f : D — V est surjective si, et seulement si, sa courbe représentative
C coupe toute droite horizontale d’équation y = yo (avec yo € V') en au moins un point.

1.1.3 Bijectivité

Considérons toujours une fonction f: D — V.

Définition 1.7 On dit que f : D — V est bijective si elle est a la fois injective et surjective,
c’est-a-dire si tout élément de V posséde un et un seul antécédent. Cela s’écrit formellement :

VyeV 3zeD y=f(x).

Rappelons que le symbole 3! signifie il existe un et un seul.

On a alors la caractérisation suivante :

Proposition 1.8 La fonction f: D — V est bijective si, et seulement si, sa courbe représentative
C coupe toute droite horizontale d’équation y = yo (avec yo € V) en exactement un point.

1.2 Théoréme de la bijection

Le théoréme suivant s’appelle, au choix, théoreme de la bijection ou corollaire du théoreme des
valeurs intermédiaires. Pour I'appliquer il faut montrer que f est strictement monotone sur un
intervalle I. Le résultat suivant est trés utile pour cela : si f est dérivable sur I, et si f'(x) > 0 pour
tout x € I sauf peut-étre pour un nombre fini de valeurs de x, alors f est strictement croissante sur
I. Bien siir le résultat analogue avec f’(x) < 0 est vrai aussi. Par exemple la fonction f : x +— 23
vérifie f/(z) = 322 > 0 pour tout z € R\ {0} (mais pas pour z = 0), donc f est strictement
croissante sur R.
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TABLE 1.1 — Intervalle image d’une bijection continue

Théoréme 1.9 Soient a,b, c,d quatre réels, avec a < b et ¢ < d. Soit f une fonction définie sur
[a,b] et a valeurs réelles. On suppose que :
— La fonction f est continue et strictement décroissante sur [a, b[.
— On a f(a) =d et limg_,; f(x) =c.
Alors :
— La fonction f est a valeurs dans )¢, d], c¢’est-a-dire qu’on peut écrire f : [a,b[—]c, d].
— La fonction f : [a,b]—]e,d] est bijective.
Pour résumer ces deux conclusions on dit que f réalise une bijection de [a,b] dans |e,d].

On a de nombreuses variantes de ce théoréme, qui sont toutes trés importantes.

— Si f est strictement croissante au lieu d’étre strictement décroissante, il faut au tout début
du théoréme supposer ¢ > d au lieu de ¢ < d, et remplacer U'intervalle ]c, d] par [d, ¢ : il est
toujours fermé en d = f(a) et ouvert en ¢ = lim,_,; f(x), mais comme d < ¢ la premiére
borne doit étre d.

— Si f est définie sur un intervalle ouvert ]a, b[, on doit remplacer f(a) = d par lim,_,, f(z) =d
et ouvrir Uintervalle |e, d] en d, c’est-a-dire le remplacer par ¢, d].

— Inversement, si f est définie sur le segment [a,b], on doit remplacer lim,_,; f(z) = ¢ par
f(b) = c et fermer lintervalle |c, d] en ¢, c’est-a-~dire le remplacer par [c, d].

— Si l'intervalle de départ est ouvert en a, on peut prendre a = —oo, et dans ce cas on peut
prendre aussi d = —oo (si f est strictement croissante) ou d = +oo (si f est strictement
décroissante).

— De méme, si 'intervalle de départ est ouvert en b, on peut prendre b = +o0o, et dans ce
cas on peut prendre aussi ¢ = +o00 (si f est strictement croissante) ou ¢ = —oo (si f est
strictement décroissante).

On peut bien siir combiner ces différentes variations. On obtient les différentes possibilités de la
table 1.1, dans laquelle & chaque fois f est une bijection de I dans J.

Exemples et Remarques
1. Soit f :]0,1] — R la fonction définie par f(z) = 1. Elle est continue et strictement
décroissante sur I = ]0,1]. On a lir% f(z) = 400 et lim1 f(z) = 1. Donc f réalise une
Tr—r Tr—r
bijection de I dans J = [1, 4+o0].

2. La fonction tangente est continue et strictement croissante sur U'intervalle I = ]—g, [ En

outre on a limz_)i% tanz = o0, donc tan réalise une bijection de I dans R.

s
2

Exemples Dans ces exemples on considére toujours la fonction carré, définie par f(r) = 22, mais
sur différents intervalles.

1) Elle est continue et strictement croissante sur [2, 3], et on a f(2) =4 et f(3) = 9. Donc f réalise
une bijection de [2, 3] dans [4,9].

2) Elle est continue et strictement croissante sur [2, +oo[, et on a f(2) =4 et lim,, ;o f(z) = +00.
Donc f réalise une bijection de [2, +oo[ dans [4, +00].

3) Elle est continue et strictement croissante sur |2, 3], et on a lim,_,» f(z) =4 et f(3) = 9. Donc
f réalise une bijection de ]2, 3] dans ]4,9].

4) Elle est continue et strictement décroissante sur [—3,—2], et on a f(—3) = 9 et f(—2) = 4.
Donc f réalise une bijection de [—3, —2] dans [4, 9].
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5) Elle est continue et strictement décroissante sur | — oo, —2], et on a lim, , o f(z) = 400 et
f(—=2) = 4. Donc f réalise une bijection de | — 0o, —2] dans [4, +o0].

6) Elle est continue et strictement décroissante sur |—3, —2], et on alim,_,_3 f(z) = 9et f(—2) = 4.
Donc f réalise une bijection de | — 3, —2] dans [4, 9].

1.3 Bijection réciproque

1.3.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 1.10 Soit f : D — V une fonction bijective. On appelle alors bijection réciproque de
f, ou fonction réciproque de f, la fonction f~' : V — D définie pour tout y € V de la fagon
suivante : f~1(y) est l'unique antécédent de y par f, c’est-a-dire l'unique x € D tel que f(x) = y.

Cette définition signifie qu'on a :
VeeD VYyeV (:C:f_l(y)ﬁf(x):y). (1.1)

Cette fonction f~! n’est définie que si f est bijective.

Exemples 1) La fonction exp : R — R est continue et strictement croissante sur R ; elle vérifie
lim, o exp(z) = 0 et lim,_, 4o exp(x) = +00. D’aprés le théoréme 1.9, elle réalise une bijection
de R dans ]0, +-00[= R¥ . Sa bijection réciproque est le logarithme népérien, qui est une bijection
In:RY —R.

2) La fonction f : Ry — Ry, 2 +— 2% est continue et strictement croissante sur Ry ; elle vérifie
f(0) =0 et limg_, 1o f(x) = 4+00. D’aprés le théoréme 1.9 elle réalise une bijection de Ry dans
[0, +0o[= R. Sa bijection réciproque est la fonction racine carrée, qui est une bijection Vo Ry —
R+.

3) L’exemple précédent se généralise immédiatement a la fonction f : Ry — R, définie par
f(x) = ¥ avec k un entier strictement positif fixé. Sa réciproque est la fonction racine k-iéme :

pour z,y € R, on a
k

r=Yysy==a"
4) Soit f : R — R définie par f(z) = 2. Pour que '’équation y = f(z) d’inconnue x € R admette
au moins une solution, il faut que y soit > 0. Si y > 0, 'équation 2 = y admet deux solutions
distinctes (non nulles et opposées). Pour que f établisse une bijection d’une partie A de R sur
R, il faut et il suffit que A contienne 0 et que pour tout y > 0 I'ensemble A contienne une et
une seule des deux solutions de 1’équation 22 = y. On choisit en général la solution positive (que
I'on note /) et on obtient (comme a 'exemple 2 ci-dessus) que la restriction de f a R établit
une bijection de Ry sur R, . On aurait aussi pu choisir systématiquement la solution négative : la
restriction de f & R_ établit une bijection de R_ sur Ry.

Exemples et Remarques

1. Si f: D — V est bijective, la relation (1.1) montre que f~!(f(x)) = z pour tout = € D
et f(f~(y)) = y pour tout y € V. Autrement dit, f~! o f est 'application identité sur D
(i.e. 'application D — D, x +— x) et f o f~! est application identité sur V.

2. Dans ce contexte, la fonction f~! : V — D est une bijection de V dans D et sa fonction
réciproque est (f~1)~! = f.

3. Ne surtout pas confondre f~! avec la fonction %! Le vocable fonction inverse de f est

parfois utilisé mais il est ambigu : selon le contexte, il désigne f~! la bijection réciproque
de f, ou % la composée de 'inversion z — % et de f.

Rappelons que le graphe C d’une fonction f de variable réelle & valeurs réelles est le sous-
ensemble du plan formé par les points (x, f(x)) lorsque x décrit le domaine de définition de f. Si
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f D — V est une bijection, alors un couple (x,y) est dans C si et seulement si x € D, y € V
et y = f(x). D’aprés la caractérisation (1.1) de f~!, un couple (z,y) appartient & C ssi le couple
(y,z) est dans le graphe de f~1. Or (puisqu’on travaille toujours, dans ce cours, dans un repére
orthonormé) les points (x,y) et (y, ) sont symétriques I'un de 'autre dans la symétrie orthogonale
d’axe la premiére bissectrice du plan, i.e la droite d’équation y = x. On a donc le résultat suivant.

Proposition 1.11 Soit f une bijection de D dans V. Alors le graphe de f=1 est le symétrique,
par rapport & la premiére bissectrice, du graphe de f.

H=

H=

FIGURE 1.1 — Les graphes de f et f~! sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice

On a le résultat suivant, vu au S1.

Proposition 1.12 Si f : A — B et g: B — C sont deux bijections alors go f : A — C est une
bijection et l'on a

(gof)y '=flog™"

1.3.2 Le théoréme de continuité

Dans ce paragraphe on considére deux intervalles I et J, et une fonction f bijective de I dans
J. En pratique on démontrera toujours cette bijectivité en appliquant le théoréme 1.9.

Théoréme 1.13 Soit f : I — J continue, strictement monotone et bijective. Alors la fonction
réciproque f~' : J — I est continue et strictement monotone sur J, de méme sens de variation

que f.

Preuve. Montrons que f~' est strictement monotone de méme monotonie que f :

Pour fixer les idées, supposons que f soit strictement croissante. Soient y;,ys dans J avec y; < ya.
De deux choses I'une : soit f~1(y1) > f~(y2), soit f~1(y1) < f~1(y2). Si la premiére inégalité a
lieu, alors par croissance de f on obtient f(f~1(y1)) > f(f~'(y2)) c’est-a-dire y; > ya, ce qui est
contraire & I’hypothése sur y; et yo. Par conséquent, c’est la deuxiéme inégalité qui est vérifiée,
autrement dit, pour tous yy, y2 dans J vérifiant y; < yo, ona f~(y1) < f~1(y2). Cela montre que

11



f est strictement croissante.

Montrons que f~1 est continue sur J :

Supposons encore pour fixer les idées que f (et donc aussi f~!) est strictement croissante et
montrons que, quel que soit yg € J, la fonction f~! est continue en yy. Pour alléger un peu
la, preuve, supposons que gy n’est pas I'extrémité droite de J et montrons seulement que f~! est
continue a droite en yo (la continuité a gauche en yo se montre de fagon analogue). Cela équivaut a
montrer que pour toute suite strictement décroissante (yy,)nen+ d’éléments de J telle que y, — yo,
ona [~ (yn) = f~ (yo)-

Pour tout n € N, posons x,, := f~!(y,), de telle sorte que x,, appartient a I et y,, = f(z,) (et
notamment on a yo = f(xo)). Il s’agit donc de montrer que (z,)nen+ converge vers zg.

Or, la suite (1, )nen- est strictement décroissante de limite yg et la fonction f~! est strictement
croissante, donc la suite (z,,)nen+ est une suite d’éléments de I strictement décroissante et minorée
par xg € I. Elle admet donc une limite ¢ dans I (et on a ¢ > xg). De plus, par continuité de f sur
I,ona f(x,) — f(¥)ie. y, — f({), ce qui implique f(¢) = yo = f(x0). Mais alors, par injectivité
de f, on déduit que ¢ = xq, cqfd. o

1.3.3 Le théoréme de dérivabilité

Notons encore I et J deux intervalles de R. Rappelons qu’une fonction ¢ est dite de classe C!
sur un intervalle I si elle est dérivable sur I, et si sa dérivée ¢’ est continue sur I. Plus généralement,
pour tout entier n > 0, elle est dite de classe C™ sur I si elle est dérivable n fois sur I, et si sa
dérivée n-iéme ¢™ est continue sur I. Pour n = 0, étre de classe C° sur I signifie simplement
étre continue sur I. Enfin, ¢ est dite de classe C*° sur [ si elle est indéfiniment dérivable sur I,
c’est-a-dire si pour tout n elle est dérivable n fois. Cela équivaut & dire que ¢ est de classe C™ pour
tout n.

Théoréme 1.14 Soit f : I — J continue, strictement monotone et bijective. Alors on a les
propriétés suivantes :
(i) Sizg € I, si f est dérivable en xq et si f'(xo) # 0, alors f~1 est dérivable en yo = f(xo) € J

et on a
N B 1 .
U0 w0 = 50y = P T0))

(ii) Si f est dérivable (resp. de classe C*) sur I et si f' ne s’annule pas sur I, alors f=! est
dérivable (resp. de classe C1) sur J et sa dérivée est donnée par la formule

-t
- f’of‘l

(iii) Soit n un entier > 1. Si f est n fois dérivable (resp. de classe C™, resp. C*) sur I et si
f' ne s’annule pas sur I alors f~1 est n fois dérivable (resp. de classe C", resp. C*) sur J.

(=

Preuve. Admettons provisoirement que le point (i) est démontré. On en déduit alors immédia-
tement que si f est dérivable sur I et si f' ne s’annule pas sur I, alors f~' est dérivable sur J et

sa dérivée est donnée par (f~1) = f’oi;—l Cette expression montre que si f est de classe C! sur

I (et que sa dérivée f’ ne s’annule en aucun point de I) alors (f~1)" est continue sur J et donc
71 est de classe C! sur J. Ceci achéve la preuve du point (ii) (moyennant que () soit établi).
Le point (iii) peut ensuite étre démontré par récurrence sur n € N* en partant de la relation

(f7Y = W ; cette démonstration est laissée en exercice.

Prouvons maintenant le point (i). On va utiliser, dans un cas trés simple, les développements
limités qui seront vus en détails au chapitre 4. Comme f est dérivable en xg, il existe une fonction
€ continue et nulle en 0 telle que, pour tout x dans I suffisamment proche de zq, on ait

f(@) = f(@o) + (x = z0) f'(x0) + (v — zo)e(x — x0) = yo + (v — wo)(f/(xo) +e(x — »To))-
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Par continuité de f~1, si y est un point de J assez proche de yo (qui est égal & f(z¢)) alors f~1(y)
est assez proche de zy pour étre substitué a x dans le développement limité ci-dessus, ce qui donne

y—yo= (")~ w)gly)  ou g(y) = f'(wo) +e(f ) — F " (v0))-

Par continuité de f~! sur .J d’une part, par continuité et nullité de £ en 0 d’autre part, la fonction
g est continue en yo done g(y) — g(yo) = /(o) lorsque y tend vers yo en étant dans J. Comme
f'(zo) est non nul par hypothése, on a g(y) # 0 pour y voisin de yy et donc pour y voisin de g
mais distinct de yp on a

=S 1 !

1.4 Les fonctions racine n-iéme, v

1.4.1 Rappel : Les fonctions « puissance » d’exposant entier
Si n est un entier naturel non nul et si x est un nombre réel, on pose

" =x...x .
——

n fois

Proposition 1.15 Pour tous réels x,y et tous entiers naturels non nuls n,m on a
1. 1" =1

m+ n

2. ™ =x"x
3. (xy)n = " yn
4' (xn)m = gmn
5

. Binéme de Newton

|

=

=
<

- n!
(.’li—l—y)":Z( ’Z )xkyn—k_ 733" ¢
o ¥a

n

On rappelle que le coefficient binomial est défini par ( . ) = #Lk), pour k et n entiers tels
que 0 < k <n.

Les régles 1, 2, et 4 suggérent I'extension de la notation 2™ a4 n = 0 en posant 2° = 1 pour tout
x, et méme son extension aux entiers négatifs (& condition de se restreindre aux nombres réels z
non nuls) en posant pour tout entier n < 0 et tout z # 0

=50
= = |- .
x—" x

On vérifie alors facilement la proposition suivante.

Proposition 1.16 Pour tous réels non nuls x,y et tous entiers relatifs n,m on a
1. 1" =1
2. ™Mt = g™ g
3. (wy)" =amy"
4. (™)™ =gmn

Soit n un entier relatif. Notons p, (comme "puissance n") la fonction définie par p,(x) = a™.
Le domaine de définition de p,, est égal & R pour n > 0 et il est égal a R\ {0} pour n < —1.

13



Proposition 1.17 1. Pour n > 1, la fonction p, est de classe C*° sur R et sa dérivée est
donnée par
pu()
x

st x;«éO)

2. Pour n < —1, la fonction p, est une fonction de classe C*° sur chacun des intervalles
10, +00] et |—00, 0. Sa dérivée est donnée par

(@) =npn_1(x) (donc ph(x) =n

pa(z)

Pn(2) = npna(x) =n

1.4.2 Le cas n impair, n > 3

Le cas n = 1 est trivial : la fonction p; est de classe C*°, strictement croissante sur R et elle
est égale a sa bijection réciproque. On supposera donc ici que n est un entier naturel impair > 3.

Proposition 1.18 1. La fonction p,, est impaire, de classe C*, strictement croissante sur R.

2. La fonction p,, définit une bijection de R sur R. Sa bijection réciproque est continue, stric-
tement croissante sur R. On la note habituellement avec la notation racine n-iéme :

Pyt (x) = V.

3. La fonction p,* est de classe C* sur chacun des intervalles |0, +o0| et |—o0,0].

4. Pour xz #0, on a )
—1y/ - lp; (x) .
(') (0) = - P

5. La fonction p,! n'est pas dérivable en 0, son graphe admet une tangente verticale au point
(0,0).
1.4.3 Le cas n pair, n > 2
On suppose ici que n est un entier naturel pair non nul, donc > 2.

Proposition 1.19 1. p,, est paire, de classe C*® sur R et strictement croissante sur RT.

2. La fonction p, définit une bijection de [0,+o00] sur [0,4+00[. Sa bijection réciproque est
continue, strictement croissante sur [0,+o0o[. On la note habituellement avec la notation

racine n-ieéme :
pnl(z) = Vz.

3. La fonction p,* est de classe C* sur lintervalle |0, 4+o0].

4. Pourz >0, on a

5. La fonction p,! n'est pas dérivable en 0, son graphe admet une demi-tangente verticale au
point (0,0).
1.4.4 Puissances rationnelles
Pour tout réel x > 0 et tout entier naturel non nul n, on pose
i n

rn = T

Pour tout z > 0 et tout nombre rationnel o dont la forme réduite est o = % (avec p € Z, ¢ € N*,
p et q premiers entre eux) on pose

m“:(mp)%
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c’est-a-dire que, par définition, @ est 'unique nombre y > 0 tel que y? = zP. On observera que

pour n entier les définitions de ™ et de 2T coincident et que si o = g, avec p € Z et ¢ € N* mais

que la fraction n’est pas réduite, on a quand méme
1 (o7
(2P)a = a”.

Posons y = (;vp)% et montrons que y est égal & . Soit dle PGCD de pet q. Ona p =dp’, g = dq’
et la forme réduite de o est @ = %~ L’égalité cherchée découle de la suite d’implications

’

( () =yt = aP = (a7)* ) implique ( y? = a? = (z)1 ) implique (y=az).

Nous conservons par ailleurs la convention 2% = 1.

Proposition 1.20 Pour tous réels x,y strictement positifs et tous rationnels o, 8 on a :
1. 1 =1
2. 0P = g P
3. (wy)™ =z y”
4o (a%)F =28
5. La fonction py : 10,400 = 0, +o0, x +— 2 est de classe C*, et sa dérivée est donnée par
pl(z) = ape_i(z) =az*t.
Preuve. Montrouns, a titre d’exemple, que (zy)® = z® y®. On suppose que a = %- Par définition,

(zy)® est le nombre réel z > 0 tel que 29 = (ay)P. En utilisant les régles de calcul déja établies
pour les exposants entiers, on obtient

(2% y*)T = (x%)? (y*)* = 2P y? = (zy)”,
et, comme par ailleurs z y® est > 0, on a donc
Yyt = (wy)”.
Pour établir les propriétés de continuité et de dérivation de p,, notons pour commencer que par
définition on a p, = p1 op,. De plus, en remarquant que p1 n’est autre que la restriction de (p,) !
q q
) ) . p1(z)
a ]0, 400[, on obtient que la fonction p1 est de classe C* sur ]0, +o0[ et vérifie p’% (z) = %‘IT
Par ailleurs la fonction p, est de classe C* sur |0, 400, & valeurs dans ]0, +oco[. On en déduit que
Pa = Pp1 o p, est de classe C* sur |0, +oo[ et vérifie
q

/ o / _ pp(x) lp%(pp(x)) _ Epa(x) _ a—1 __
Pa(®) = pp(2) Py (pp(7)) = P = @ g xS apa-—1(z) .
o
Proposition 1.21 1. La fonction x — z° est la fonction constante égale a 1.

2. Sia#0, alors p, est une bijection de )0, +o0[ sur |0, +00[, de bijection réciproque pi .

3. Sia<0,ona lim0 % = 400 et lirf z® = 0. De plus, la fonction p, est strictement
z— T—+00
x>0

décroissante sur 0, +0o0].
4. Sia>0, ona liné =0 et lim z% = 4o00. De plus, la fonction p, se prolonge par

T—r+00
x>0

continuité en 0 en une fonction de classe C° sur [0, +oc[, strictement croissante.

5. Si o> 1, alors la fonction p, se prolonge par continuité en 0 en une fonction de classe C*
sur [0, 4o00].

6. Si0 < a <1, la fonction p, n'est pas dérivable en 0. Son graphe admet une demi-tangente
verticale au point (0,0).

15



FIGURE 1.2 — Les graphes de différentes fonctions puissances

1.5 Les fonctions logarithme et exponentielle

1.5.1 Rappels : définitions et premiéres propriétés

On va définir le logarithme népérien comme étant la primitive s’annulant en 1 de =z — %
sur l'intervalle ]0 4+ oco[. Cette définition nécessite la connaissance du théoréme d’existence des
primitives de fonctions continues, que nous aborderons dans le chapitre 2.

Théoréme 1.22 (et Définition) Il existe une unique fonction, notée In, appelée le logarithme
népérien définie et de classe C* sur |0, +oo| vérifiant

1. In1=0.
2. In'(x) = L pour tout x > 0.

x
De ceci, on peut déduire immédiatement les propriétés suivantes.

Proposition 1.23 1. Pour tous z,y >0, In(zy)=Inz+Iny.
2. Pour tout réel x > 0 et tout rationnel o, In(z*)=alnzx.

3. La fonction In est de classe C™ et strictement croissante sur RY et vérifie liné Inx = -0

x>0
et lim lnx = +oc0.
x—+00

Preuve. Prouvons par exemple le point 2. Fixons un rationnel « et considérons la fonction

f définie sur I = ]0,+oo[ par f(z) = In(z®). Cette fonction est de classe C! sur I, elle vérifie
f(1)=0 et
/ a—1 1 1
flz)=az"" — =a—-
¢ T
On en déduit que f(z) = aln(z) pour = € I, comme annoncé. En ce qui concerne le point 3, la
stricte croissance de In découle de la stricte positivité de sa dérivée. On en déduit : In2 > In(1) = 0.
Le point 2 implique que In2" = nln2 pour tout n € Z. Comme 2" et nln2 tendent vers +oo

lorsque n — 400, on en déduit alors que lim,_, Inz = +o0. o
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On peut définir la fonction exponentielle comme étant la seule fonction f telle que f(0) =1
et f'(x) = f(x) pour tout réel x. Mais nous préférons adopter ici une autre définition : d’apres le
point 3 de la question précédente et le fait que In’(z) = % > (0 pour z > 0, In réalise une bijection

strictement croissante de classe C*° de R} sur R, ce qui méne & la définition et aux résultats
ci-dessous.

Théoréme 1.24 (et Définition) La fonction exponentielle, notée exp, est définie comme la
bijection réciproque de In : R} — R. On a donc :

1. exp: R — R est strictement croissante, a valeurs > 0 et vérifie

IEIPOO exp(x) =0 et zgr}rloo exp(x) = +00.

2. exp est de classe C* sur R et, pour tout © € R, exp/(z) = exp(z).
3. exp(0) =1 et, pour tous z,y € R, exp(z +y) = exp(z) exp(y).
4. pour tout x € R et tout rationnel o, exp(ax) = (exp(z))*.

y=Inz
[y =€
/ Y= -t

FIGURE 1.3 — Les graphes y =Inz et y = €*

Exemples et Remarques

1. Montrons que la fonction exponentielle est bien I'unique fonction f dérivable sur R telle que
f'= fet f(0) =1. Déja, on a exp(0) = 1 et exp’ = exp sur R. Réciproquement, si f' = f
sur R, alors f'(z) exp(—x)— f(z) exp(—x) = 0 c’est-a-dire que la fonction = — f(z) exp(—=x)
a une dérivée nulle en tout point z € R. Comme R est un intervalle, cette fonction est donc
constante : il existe A € R tel que f(z)exp(—z) = Ai.e. f(z) = Aexp(z) pour tout z € R.
Et si de plus f(0) =1, alors A =1 et f = exp.

2. La preuve de exp’ = exp s’écrit : exp’(z) = (exp,l),l(exp(x)) = 1n/(eip(z)) = exp(x).

3. Sion pose e = exp(1) (i.e. si on définit e comme 'unique réel > 0 tel que lne = 1), le point

4 implique que pour tout « rationnel, on a e® = exp(«). On choisit d’étendre la relation
aux nombres irrationnels en posant pour tout x réel

xT

e® 1= exp(z).
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Les régles de calcul fondamentales sur les puissances sont respectées :
(a) " =1,
(b) pour z,y réels, e*TY =e%eY,

(¢) pour x réel et o rationnel, (e*)* = e**.

1.5.2 Croissances comparées

Proposition 1.25 1. Pour tout nombre rationnel a on a

lim z%" = 400.
T—400
2. Pour tout rationnel «,
lim z% " =0.
r—+o0
3. Pour tout rationnel o > 0,
hrr[l) z%Inx =0.
750
4. Pour tout rationnel o < 0,
lim 2%lnx =0.
Tr—r+o0
Preuve. La difficulté majeure est de prouver le point 1. Commengons par établir, en raisonnant
par récurrence sur n € N*| que la propriété P, suivante est vérifiée pour tout n € N* :

n

Pn o« Vx>0, € > 1+x+...+x7' S .
n!

Soit fo : R — R, x + € —1 et pour tout entier n > 1 soit f,, : R - R, = — e””—(1+a:+-~-+””n—7;)-
On vérifie immédiatement que les fonctions f, s’annulent en z = 0, qu’elles sont dérivables et que
pour tout n > 1 on a f/ = f,_1. Comme la fonction exp est croissante, la fonction fy est > 0 sur
Ry . Mais alors f; est croissante sur Ry et comme f1(0) = 0 on en déduit que f; est > 0 sur R;. De
méme, si pour un certain n > 1 la fonction f,, est > 0 sur R} on en déduit que f, 1 est croissante
sur Ry et comme f,+1(0) = 0 on déduit que f,41 est elle aussi > 0 sur R. Par récurrence on
obtient que toutes les fonctions f,, sont positives sur R, et cela montre que la propriété P, est
vraie pour tout n € N*. On a donc e* > ””n—T,L quel que soit > 0 et quel que soit n € N*. Etant
donné un nombre rationnel «a, fixons un entier n € N* strictement supérieur & —«. En utilisant ce
qui précéde, on obtient

Ve >0, z%* > =gt

et par ailleurs on a ™" — 400, car @ +n > 0 et on en déduit z%e* — 400, en vertu
z—+00 T—+00

du théoréme des gendarmes.

Pour le deuxiéme point, il suffit de se rappeler que e™* = e% En effet, on a donc

1
rer’
et d’apreés le point 1, le membre de droite de cette égalité tend vers 0 lorsque = tend vers 4+oco car

son dénominateur tend vers —+oo.

Les points 3 et 4 sont des conséquences du point 2 : en effet, si on pose y = —alnz, on a
z®lnx = —iye_y et on observe que si a est > 0 et 2 tend vers 07 ou bien si « est < 0 et x tend
vers +00, alors y tend vers +oo et donc ye ¥ tend vers 0.

o
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1.5.3 Exponentielles et logarithmes de base a > 0, notation ¢* avec v € R

D’aprés ce qui précéde, pour a >0 et x € Q, on a :
In(a®) =zlna et a® =exp(zlna).
Pour a > 0, on généralise cette définition a tout rél nous définissons alors a® pour x € R\ Q par :
Définition 1.26 Pour a >0 et x € R on pose :
a® = exp(zlna).

On a alors : In(a®) = zlna. Dans le cas particulier ott @ = exp(l) = e € R, cette définition
donne e” = exp(z1n(e)) = exp(z), ce qui explique la notation e* pour exp(x).

Lorsque a est > 0 et différent de 1, la fonction exp, : z € R — a® € ]0, +oo[ est une bijection
de R sur ]0, +o0o[. Sa bijection réciproque est la fonction In, : ]0, +o0[ — R, définie par

Inz
Ing(x) = g

La valeur a = 10 est particuliérement prisée en physique-chimie, par exemple pour définir le
pH d’une solution ou le bruit en décibels. La fonction Injg est le plus souvent notée log. Le cas
particulier a = 2 est fréquent en informatique ; on note souvent log, au lieu de In,.

Ce qui précéde nous permet de définir la fonction p,, :]0, +00[—]0, +00[,  +— p(z) = = non
seulement pour « rationnel, mais pour tout réel . Pour cela on utilise la formule % = exp(«a In(x)).
Ces fonctions ont déja été étudiées pour les valeurs rationnelles de « et les résultats des propositions
1.20, 1.21 et 1.25 sont encore valables avec des exposants réels.

1.6 Fonctions trigonométriques réciproques

Les généralités sur les fonctions réciproques montrent que celles-ci servent & résoudre une équa-
tion du type f(z) = y d’inconnue x pour un certain parameétre y. Sous I’hypothése de bijectiviteé,
une telle équation posséde une et une seule solution, qui est x = f~1(y).

D’un intérét particulier sont les équations trigonométriques, i.e faisant intervenir les fonctions
tan, sin, cos etc. Certaines d’entre elles pourront étre résolues grace aux fonctions réciproques
arctan, arcsin, arccos, etc.

Le lecteur doit cependant étre conscient que du fait de leur périodicité les fonctions trigono-
meétriques usuelles ne peuvent étre inversées que sur des intervalles particuliers.

1.6.1 La fonction arctan

La fonction tan est définie par tan(z) := Z;r;i en tout point x tel que cosx # 0. Elle est donc

définie sur

R\{g—i—kﬂ;k‘eZ}.

La fonction tan est impaire et m-périodique. Ses propriétés sont résumées dans la proposition
suivante :

Proposition 1.27 1. La fonction tan restreinte a l’intervalle ]—%,—Fg[ est de classe C* et
elle est impaire.
2. Sa dérivée est tan’(z) = 1+ tan® x = ﬁ(i), qui est > 0 sur l'intervalle }—g, +%[ donc la

fonction tan est strictement croissante sur cet intervalle.

3. Les limites de la fonction tan aux bornes de lintervalle sont

lim tanxz = 400, lim tanz = —o0,
a:%% J;*}*%
z<% z>—7
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4. Quelques valeurs remarquables : tan(0 =0, tan7 =1, tan§ = V3, ete.

On en déduit donc que

Théoréme 1.28 1. La fonction tan restreinte o l’intervalle ]—%,—I—g[ définit une bijection

de ]—%, +g[ sur R. Sa bijection réciproque est notée arctan.

2. La fonction arctan est strictement croissante de R sur ] -5, +5 [

3. La fonction arctan est de classe C*° sur R et sa dérivée est définie sur R par

1
arctan’(z) = :
(z) 1+ 22
4. Les limites en 0o de la fonction arctan sont
. 7T' . T
lim arctanz = +—, lim arctanz = —— -
T—+00 2 T——00 2

5. La fonction arctan est impaire, arctan(0) =0, arctanl = %, etc.
Concernant la résolution de 1’équation tan x = y avec pour inconnue le réel x, on a :

Proposition 1.29 Soit y € R fizé. Le réel x est solution de l’équation tanx = y si et seulement
si il existe un entier relatif k tel que x = arctany + k.

y=thnz -
y = arctanz - 7<=

N

FIGURE 1.4 — Les graphes de y = tanz, z €] — 7, §[, et y = arctanz, z € R

Pour tout x € R, Arctan z est caractérisé par les deux propriétés suivantes :

Arctanz €] — /2, 7/2[ et tan(Arctanz) = x.

Cette fonction vérifie aussi, pour tout 6 €] — 7/2,7/2[ :

tand € R et Arctan (tanf) = 6.

20



Il faut étre attentif que cette relation est fausse pour tout réel 6 ¢| — w/2,7/2], puisqu’'on a
Arctan (tanf) €] — 7/2,7/2[.

Enfin la proposition suivante, qui peut se prouver en montrant que la dérivée du membre de
gauche est identiquement nulle, permet de ramener 1’étude de arctanz en +o0o & son étude en 0.

Proposition 1.30 Pour tout x > 0, on a

1 T
arctanr + arctan — = —
T 2

1.6.2 La fonction arcsin

La fonction sin est impaire et 2w-périodique, de classe C*° sur R. La proposition suivante
s

A LA ’s ™
résume ses propriétés sur l'intervalle [75, +§].

Proposition 1.31 1. La fonction sin restreinte a l'intervalle [—%,—I—%] est de classe C™ et
elle est impaire.

2. Pour x € [—%7—1—%} on a sin'(z) = cosx = \/1—sin®z > 0 et en particulier on a

sin’(z) > 0 pour tout x dans l'intervalle ouvert ] 5,35 [ La fonction sin est donc stricte-
ment croissante sur le segment [—% +g}

T _ V2

3. Quelques valeurs remarquables : sin0 =0, sin§ =41, sin(—75) = —1, sin % 5

, etc.

x
5 . 8

2 y=sinex —+——
. " ]

y = aresin @ ----r-----
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FIGURE 1.5 — Les graphes de y = sinx et y = arcsinx
On en déduit donc que

Théoréme 1.32 1. La fonction sin définit une bijection de [—% +g} sur [—1,+1]. Sa bijec-
tion réciproque est motée arcsin.

2. La fonction arcsin est une bijection continue, strictement croissante de [—1,+1] sur [—g, —&—g] .
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3. La fonction arcsin est de classe C* sur |—1,+1[ et sa dérivée y est définie par

1 1
arcsin’(z) = —— = (1 —2?)7 2.

V1—22

4. La fonction arcsin est impaire, arcsin(0) =0, arcsinl =,

5. Le graphe de arcsin admet des demi-tangentes verticales aux points d’abscisses x = £1.

etc.

Concernant la résolution de I’équation sin z = y o 'inconnue est le réel z, on a

Proposition 1.33 Soit y € [—1,+1] firé. Le réel x est solution de l’équation sinz = y si et
seulement si il existe un entier relatif k tel que x = arcsiny + 2km ou © = 7 — arcsiny + 2k7.

Pour conclure rappelons que pour tout € [—1,1], Arcsinz est caractérisé par les deux pro-
priétés suivantes :

(Asin) Arcsinz € [—7/2,7/2] et sin(Arcsinz) = x.
Cette fonction vérifie aussi, pour tout 6 € [—7/2,7/2] :
(Bsin) sing € [—1,1] et Arcsin (sind) = 6.

11 faut prendre garde au point suivant. Dans (Agy ), la relation sin(Arcsinz) = x a un sens si, et
seulement si, z € [—1,1]; quand c’est le cas, elle est toujours vraie. En revanche, dans (Bgy,), la
relation Arcsin (sinf) = 6 a un sens pour tout § € R, mais n’est vraie que pour 0 € [—7/2, /2]
(elle est fausse pour les autres valeurs de 61!).

1.6.3 La fonction arccos

La fonction cos est paire, 2m-périodique et de classe C*° sur R. La proposition suivante résume
ses propriétés sur l'intervalle [0, 7).

Proposition 1.34 1. La fonction cos restreinte & lintervalle [0, 7] est de classe C™ et elle
est paire.

2. Pourxz € [0,7] on acos'(z) = —sinz = —v1 — cos2z < 0 et en particulier on a cos’(z) < 0
pour tout x dans Uintervalle ouvert |0, 7[. La fonction cos est donc strictement décroissante
sur [0, ).

3. Quelques valeurs remarquables : cos0 =1, cos§ =0, cos’ = %, cosm = —1 ete.

On en déduit donc que

Théoréme 1.35 1. La fonction cos définit une bijection de [0, 7] sur [—1,+1]. Sa bijection
réciproque est notée arccos.

2. La fonction arccos est une bijection continue, strictement décroissante de [—1,+1] sur [0, 7].

3. La fonction arccos est de classe C*° sur |—1,41[ et sa dérivée y est définie par

1 1
arccos’ (z) = A== —(1—2*)"2.
4. La fonction arccos est paire, arccosl =0, arccos(—1) =, arccos0 = 5, etc.
5. Le graphe de arccos admet des demi-tangentes verticales aux points d’abscisses x = +1.
Concernant la résolution de I’équation cos x = y ou 'inconnue est le réel z, on a

Proposition 1.36 Soit y € [—1,+1] fixé. Le réel x est solution de U’équation cosx = y si et
seulement si il existe un entier relatif k tel que x = arccosy + 2km ou x = — arccosy + 2km.

On a la relation suivante entre arcsin et arccos. Une preuve consiste & dériver le membre
de gauche. Cette relation est a rapprocher de la formule de trigonométrie bien connue cosx =
sin(§ — x) valable pour tout réel x.

Proposition 1.37 Pour tout x € [-1,+1], on a arcsinz + arccosz = 7 -
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Yy =cosx
Y = arccosT -~
y==z
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FIGURE 1.6 — Les graphes de y = cosx et y = arccosx

1.7 Transformation polaires/cartésiennes

Dans le plan muni d’'un repére othonormé direct (O,Z, ;), on décrit la position d’'un point
M grace a ses coordonnées cartésiennes. Il est parfois utile de décrire la position & ’aide de p,
la distance de M a Dorigine, et de Dangle 6 (défini modulo 27) que fait OM avec le vecteur
fdirigeant Paxe des abscisses (cet angle n’est pas défini si M = O). On passe des coordonnées
polaires (p, ) € [0, +oo[ xR de M a ses coordonnées cartésiennes en posant © = pcosf, y = psin6.

La question a laquelle nous allons répondre ici concerne le passage dans I'autre sens : connais-
sant les coordonnées cartésiennes de M, déterminer ses coordonnées polaires. La détermination de
p ne pose pas de probléme : si x = pcosf, y = psin@ alors z2 + y? = p? et donc p = /22 + 2.

Le probléme est de calculer 6. Si M n’est pas sur ’axe des ordonnées, on a « # 0 et on a

Cette formule suggere I'utilisation de la fonction arctan. Trois cas principaux se dégagent (voir la
figure 1.7) :
(i) Siz > 0, 'angle 0 est compris entre —% et 3 donc § = arctan £.
(i) Siz < 0ety >0, 'angle 0 est compris entre § et 7 donc § = m+arctan £, dont la tangente
vaut bien £.
(iii) Siz < 0ety <0, angle § est compris entre —% et —7r donc # = —7 + arctan £, dont la
tangente vaut bien £.
Concernant les points de I’axe des ordonnées, on pose
(iv) 0 = 5 siz=0et y >0, ce qui est la limite naturelle de 0 lorsque y > 0 est fixé et que x
tend vers 0 par valeurs positives ou négatives.
(v) 0 = =% siz=0ety <0, ce qui est la encore la limite naturelle de 6 lorsque y < 0 est fixé
et que z — 0.
Ce faisant, nous avons associé a tout point M de coordonnées (z,y), sauf & ceux vérifiant y = 0 et
2 <0, un couple (p, 0) € ]0,+00[ x |—7, w[. En un sens que vous verrez au S4, on peut montrer que
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A
0::5
y =rsinf
0 :7r+arctan%
0=+7
= -7 O
0 =—m+ arctan%
9:: —%

FIGURE 1.7 — Passage polaires-cartésiennes
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p et 0 sont des fonctions continues du couple (z,y) dans le plan privé du demi-axe des abscisses
négatives (c’est-a-dire privé des points (x,y) tels que y = 0 et « < 0).

Si x < 0 est fixé, lorsque y tend vers O par valeurs positives, 6 tend vers 7 et lorsque y tend
vers 0 par valeurs négatives, 6 tend vers —7 : on pourrait choisir de poser § = 7 au point (x,0), ou
bien § = —7, mais dans les deux cas la fonction 6 serait discontinue en ce point. On peut montrer
que la fonction 6(z,y) ne peut pas se prolonger par continuité au plan (méme en privant celui-ci
de lorigine).

En résumé, la correspondance coordonnées polaires—coordonnées cartésiennes que nous venons
d’expliciter établit une bijection continue et de réciproque continue (au sens que vous verrez au S4)
entre )0, +-o00[ x |—m, [ et R%\ {(z,0), x < 0}. L’élimination du demi-axe des abscisses négatives
est nécessaire pour éviter de choisir si ces points doivent avoir un angle m ou —m, et ainsi obtenir
une fonction 6 continue.

Si nous avions eu & étudier un probléme ot les points intéressants sont proches de ce demi-axe
négatif, on aurait choisi d’utiliser d’autres conventions pour I’angle §. Une option est d’éliminer le
demi-axe des réels positifs et de considérer 0 €]0, 2.
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Chapitre

Intégration

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R (ni vide, ni réduit & un point). Pour
rendre ce chapitre plus compréhensible en premiére lecture, on définit les intégrales a partir de la
notion d’aire, dont on admet qu’elle existe et qu’elle vérifie des propriétés raisonnables. Ce n’est
qu’au paragraphe 2.9 qu’on définit précisément la notion d’intégrale, sans rien admettre. Bien
évidemment tous les résultats démontrés avant le paragraphe 2.9 & partir de la notion intuitive
sont vrais avec la définition précise.

2.1 Primitives

Définition 2.1 Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de R (ou une réunion
d’intervalles). On dit que la fonction F : I — R est une primitive de [ si F est dérivable et si
Von a F'(z) = f(z) pour tout x € I.

Proposition 2.2

1) Si F est une primitive de f il en est de méme de F 4+ k ou k est une fonction constante.

2) Si F et G sont deuz primitives de f sur un intervalle I, la différence F — G est une constante.
3) Soit c € I et k € R. Si f admet une primitive F, il existe une unique primitive G de f qui
vérifie G(c) = k ; en particulier il existe une et une seule primitive de f qui s’annule en c.

Démonstration. Le point 1) est clair. Pour 2) on a (F' — G)’ =0, donc F' — G est constante ; il est
fondamental ici de travailler sur un intervalle (par exemple la fonction qui & x € R* associe 1 si
x>0, et —1 si x < 0, n’est pas constante bien que ce soit une primitive de la fonction nulle sur
R*). Le point 3) découle immédiatement des deux précédents.

2.2 Aires

On travaille dans le plan euclidien muni d’un repére orthonormé (O, ;J)

Nous admettrons (voir le paragraphe 2.9) l'existence de la notion d’aire et ses propriétés essen-
tielles :

0) On prend comme unité d’aire celle du carré unité bati sur le repére.

1) Les polygones ont une aire, ainsi que I'hypographe d’une fonction f continue et positive sur
un segment (cet hypographe est par définition la partie limitée par 'axe des x, le graphe de f et
les droites d’équations x = a et x = b, voir figure ci-dessous).

2) L’aire d’un rectangle R dont les cotés sont de longueurs a et b est égale a ab.

3) L’aire est additive : si A, B sont des parties disjointes, on a A(A U B) = A(A) + A(B).

C’est encore vrai si les parties sont presque disjointes i.e. si leur intersection est une réunion finie
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a X b

FI1GURE 2.1 — L’hypographe de f

de segments. Un corollaire de cette propriété est la croissance de 'aire : si on a A C B on a
A(A) < A(B).

4) L’aire est invariante par isométrie : si g est une isométrie (une translation, une rotation, une
symétrie) on a A(g(A)) = A(4).

5) Elle est homogéne : si h est une homothétie de rapport k on a A(h(A)) = k2 A(A).

2.3 Intégrale d’une fonction continue positive

2.3.1 Définition
Définition 2.3 Soient a,b € R avec a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue > 0. On

b
appelle intégrale de a a b de f et on note / f(t)dt la mesure de Uaire de U’hypographe de f

défini ci-dessus par rapport au carré unité.
2.3.2 Lien avec les primitives
Le théoréme essentiel est le suivant.

Théoréme 2.4 Soit f : [a,b] = R une fonction continue > 0. La fonction F définie sur [a,b] par

x
F(z) = / f(t)dt est une primitive de f. Précisément, c’est l'unique primitive de f qui s’annule
a
b
en a. Si G est une primitive quelconque de f on a / f)dt = G(b) — G(a).
a

Démonstration.

On traite seulement le cas monotone, disons croissant. On calcule le taux d’accroissement
F(z+h)— F(x)

» disons pour h > 0. La quantité F(z + h) — F(z) est l'aire de ’hypographe

entre les abscisses x et « + h. Comme cette partie est comprise entre deux rectangles de largeur
h et de longueurs f(x) et f(z +h) on a: hf(z) < F(x+ h) — F(z) < hf(z + h), dou f(z) <

F h)—F
(+h) (@) < f(x + h). Quand h tend vers 0, comme f est continue, les deux extrémes

tendent vers f(z), donc aussi le taux d’accroissement et on a done, par définition de la dérivée,

F'(x) = f(x).
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f(x+

f(x)

a X X+h b

FIGURE 2.2 — La preuve du théoréme 2.4

Par ailleurs on a F(a) = 0 puisqu'un segment est d’aire nulle (en effet, s’il est de longueur ,
on peut englober dans des rectangles de longueur [ et de largeur ¢ et faire tendre € vers 0). Donc
F est bien une primitive de f qui s’annule en a; c’est la seule d’apreés la proposition 2.2.

Enfin on a F(b) — F(a) = F(b) = fab f(t)dt. Si G est une autre primitive de f, la formule vaut
aussi avec G car on a G(z) = F(z) + k ou k est une constante.

Corollaire 2.5
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, f admet des primitives.

Démonstration. Comme f est continue sur un segment, elle est minorée par une constante m (c’est
le théoréme des bornes atteintes, vu en S1). On counsidére g = f — m qui est continue > 0. La
fonction g admet une primitive G et f admet la primitive F'(z) = G(x) + mz.

2.4 Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

2.4.1 Définition

Pour une fonction positive, les choses sont claires, 'intégrale c’est 'aire sous la courbe. Le
théoréme 2.4 montre alors que, si F' est une primitive de f, on a ff f(®)dt = F(b) — F(a). Cette
formule est une premiére justification de la définition suivante, qui vaut pour une fonction de signe
quelconque et sans supposer la condition a < b sur les bornes :

Définition 2.6 Soient f : I — R une fonction continue, a et b des points de I et soit F une

b
primitive de f sur I. On définit Uintégrale de a a b de f par la formule / f(t)dt = F(b) — F(a).

Remarque 2.7 Avec la définition ci-dessus, on vérifie que x — ff f(t)dt est une primitive de f

sur I ; c’est la seule qui s’annule en a. De fagon un peu abusive, on notera [ f(x)dx une primitive
de f.

2.4.2 Discussion

On peut donner une justification supplémentaire de la définition 2.6 en voyant I'intégrale comme
une aire “orientée”.

On considére une fonction continue définie sur un intervalle I, de signe constant, mais pas
nécessairement > 0, et deux points a,b € I (on ne suppose pas a < b). On considére son hypographe
H et le bord orienté OH qui est la courbe fermée simple constituée du segment [a,b], parcouru
de a vers b, puis du segment vertical qui va de (b,0) a (b, f(b)), puis du graphe de f allant
jusqu’a (a, f(a)) et enfin du segment vertical qui joint ce point & (a,0). L’intégrale fab f{t)dt sera
alors aire de ’hypographe, comptée positivement (resp. négativement) si OH tourne dans le sens
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trigonométrique (resp. dans le sens des aiguilles d’une montre). En particulier, aire sera négative
sionaa<bet f <0, et aussi dans le cas ot a > b et f > 0. Examinons ces deux cas et montrons
que l'intégrale est encore donnée par la formule F'(b) — F'(a) ou F est une primitive de f.

aire positive

aire négative a b

aire négative

FIGURE 2.3 — Aires orientées

Sionaa<bet f négative, 'aire de I’hypographe, en valeur absolue, est la méme que celle de
I'hypographe de —f en vertu de l'invariance de l'aire par symétrie. Notons « cette aire. Si F' est
une primitive de f, —F en est une de —f et on a a = (—F)(b) — (—F)(a) en vertu du théoréme
2.4. Comme l'intégrale, par convention, doit étre négative, c’est bien —a = F(b) — F(a).

Si maintenant on a a > b, mais f > 0, c’est U'intégrale de b & a qui est positive et vaut

F(a) — F(b). Comme 'intégrale de a & b correspond & la méme aire, comptée négativement, c’est
encore F'(b) — F(a).

2.4.3 Propriétés

Proposition 2.8 Soient I un intervalle de R, f,g: I — R deux fonctions continues et a,b,c € I.
On a les propriétés suivantes :

b c b b a
1) (Relation de Chasles) On a/ f()dt :/ f(t)dt+/ f(t)dt,/ f®)dt = —/b f(®)dt,

/a f(t)dt =0.
¢ b b b
2) (Linéarité) Pour tous \,n € R on a / (Af(t) + pg(t))dt = /\/ ft)ydt+p [ g(t)dt.

a

b
3) (Positivité) On suppose a < b. Si f(t) > 0 pour tout t € [a,b], alors / f(®)dt > 0. Si on a

b b
f(t) < g(t) pour tout t € [a,b], alors / f)dt < / g(t)dt.

Démonstration. En notant F' est une primitive de f, la relation de Chasles provient des formules
suivantes, qui sont triviales : F'(b)—F(a) = F(c¢)—F(a)+F(b)—F(c), F(a)—F(b) = —(F(b)—F(a))
et F(a) — F(a) =0.

Pour la linéarité, on note que AF' + uG est une primitive de Af 4 g et il s’agit de vérifier alors
(AF + uG)(b) — (AF + pG)(a) = N(F(b) — F(a)) + u(G(b) — G(a)).

Enfin, la positivité est évidente avec la définition 2.3.

2.4.4 Calcul d’intégrales en pratique
Etant donné une fonction continue f : [a,b] — R, pour calculer fab f(z)dz il est pratique de

déterminer une primitive de f. On y arrive souvent grice a la table ci-dessous, qui s’obtient en
lisant un tableau de dérivées a rebours : f est la dérivée de F.
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F(z) f(z) !

" nz™~1 I=RsineN

" nz"~1 I=1]0,+c[oul =]-00,0[sin€Z
x® az®~! 10, +o0[ si a € R

e’ e’ I=R

Inz 1/x I =10,+o00]

In |z| 1/x I=10,+00] ou I =]—00,0]

sin cosx I=R

CoS T —sinz I=R

tanz C0512x:1+tan2x xEI,Ik:]g+k7r,72r+(k+1)7r[,k€Z
arcsin & \/11_7 I=]-1,1]

arccos 7\/1177 I=]-1,1]

arctan x H_IwQ I=R

TABLE 2.1 — Primitives classiques : F' est primitive de f sur

2.5 Applications

2.5.1 L’inégalité des accroissements finis

Proposition 2.9 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C. On suppose qu’il existe m et M
tels que lon ait m < f'(z) < M pour tout x € [a,b]. Alors, on a I’inégalité des accroissements
finis :

m(b—a) < f(b) = f(a) < M(b—a).

Démonstration. 1l suffit d’écrire f(b) — f(a) = fab f/(t)dt et d’appliquer la positivité de I'intégrale.

2.5.2 La quadrature de la parabole

On considére la parabole d’équation y = 2 et on cherche & calculer 'aire de la partie limitée
par 'axe des z, les droites d’équations x = 1 et x = —1 et la courbe. Par symétrie, cette aire est
double de celle de sa moitié droite E, définie par = > 0. Pour la calculer, voici deux méthodes.

-1 0 1

FIGURE 2.4 — La parabole et les rectangles

e On encadre E par des rectangles, voir figure ci-dessus. Si l'on partage le segment [0,1] en
n parties égales, la somme des aires des rectangles situés en-dessous de la courbe est égale a
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—1 n

1+ k2 1 2
Sp = — Z — et celle des aires situées au-dessus de la courbe est égale & 5, = — Z —- Pour
né=n n n

k=1
n

faire ce calcul, il faut se souvenir de la formule Z k2 =
k=1

On obtient alors :

n(n+1)2n+1)
6

1
(n— 1)n(32n -1) < / 2dt < n(n+1)2n+1)
6n 0 6n3

Lorsque n tend vers +oo, le théoréme des gendarmes montre qu’on a fol t2dt = 1/3.
e On remarque que /3 est une primitive de 22 et on a le résultat.

Remarque 2.10 La premiére méthode n’est ici que comme repoussoir, pour montrer combien
la méthode utilisant les primitives est plus simple. La procédure de découpage, qui remonte a
Archimedel et qui rameéne le calcul & la somme des termes d’une suite, est beaucoup plus compliquée
que le calcul des primitives (méthode plus récente puisqu’elle remonte o Newton et Leibniz, vers
1650). Encore, dans le cas de la parabole, parvient-on & faire relativement aisément le calcul de
S"n?, mais on pensera & la difficulté du calcul de > n?3 par rapport a celle de fx23dx pour
mesurer le progrés accompli avec l'invention du calcul infinitésimal.

Attention, ce qui vient d’étre dit suppose que l’on sache calculer une primitive de f, ce qui n’est
pas toujours le cas (par exemple on ne connait pas de primitive de f(x) = e*"”2).

2.6 Intégration par parties

Rappelons que la notation [f]% (f & prendre entre a et b) signifie f(b) — f(a).

2.6.1 La formule

Proposition 2.11 Soient u et v deuz fonctions de classe C' définies sur un intervalle I. On a la
formule :

/: u(x)v'(x) do = [uv}z - /ab o (z)o() d.

Démonstration. C’est la formule (uv)’ = w'v + uv’ intégrée entre a et b.

2.6.2 Utilisation de l’intégration par parties

Il n’y a pas de formule générale pour l'intégrale d’'un produit : la formule d’intégration par
parties tient ce role. On 'utilise dans le but d’avoir une expression plus simple a calculer que celle
de départ. Par exemple, pour calculer

™

2
/ rcoszx dx,
0

1. poser u(z) = x, v'(z) = cosz et donc v'(z) =1, v(z) =sinx

on a le choix entre

2. ou poser u(z) = cos, v'(z) = x et donc v'(z) = —sinz, v(z) = J?

1. Attention, Archimeéde calcule effectivement 'aire d’un segment de parabole par une méthode de découpage
et passage a la limite, mais pas du tout en encadrant par des rectangles comme ci-dessus. En revanche, Archiméde
utilise une méthode trés voisine de celle évoquée ici, et notamment la somme des k2, pour le calcul de laire de la
spirale qui porte son nom.
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Le premier meéne a

jus jus
Bl x Bl
/ xcosz dr = [rsinzd —/ sinz dzx
0 0

alors que le second méne a

™ ™

z 1 x z ]
/ rcosx dr = [=a” cosx)? —|—/ —z?sing dr
0 2 o 2

Il est clair que dans le premier cas, les choses tendent & se simplifier alors que dans le second, elles
ont tendance & se compliquer. En suivant la premiére voie, on obtient

3 3 x
/ a:cosxd:nzif/ sin x d:r:ﬁ+[cosx]02 =T
o 2~ J, 2 2

On utilise l'intégration par parties essentiellement dans deux cas que ’on retrouvera dans les
exercices. Rappelons qu’une fonction rationnelle est une fonction de la forme f(z) = P(x)/Q(z)
ou P et @ sont des fonctions polynomiales.

Une fonction transcendante a dérivée rationnelle multipliée par un polynéme

L’exemple type est le suivant : u est la fonction logarithme népérien (dont la dérivée 1/z est
rationnelle) et v’ est un polynoéme (voire une fonction rationnelle). Par exemple on a :

b xn-{-l b 1 b
/aln(x)x"d:r: [ln(:r)n+1]a—n+1/(l " dx

et 'intégrale de droite est facile a calculer. Cette méthode peut aussi étre utilisée avec la fonction
Arctan (z) a la place de In(z) (voir & la fin du paragraphe 2.7.3). En tout cas on peut retenir
qu’en présence d’une de ces fonctions (ou d’une autre fonction trigonométrique réciproque), il est
souvent utile d’intégrer par parties en la dérivant.

Un polynéme multiplié par une fonction facile & primitiver

Le cas le plus courant est celui ot u est un polynoéme et v’ une exponentielle (ou une fonction
sinus ou cosinus). On utilise alors plusieurs intégrations par parties successives. Précisément, on
va dériver le polyndome jusqu’a ce qu’il soit nul et, parallélement, calculer des primitives de v’. On
peut par exemple calculer ainsi I'intégrale de x™e”. Par exemple, en intégrant trois fois par parties
on obtient :

/x3exdx =" — S/wzemdx = 2%e” — 32" + G/xexdx = (2% — 32% + 62 — 6)c”.

On voit sur cet exemple qu’il peut étre utile de dériver un polynoéme, puisque cela fait baisser son
degré. A linverse, intégrer une exponentielle ou une fonction trigonométrique (sin, cos, sh, ch —
voir l’appendice B pour ces deux derniéres fonctions) ne pose aucun probléme puisque la primitive
d’une telle fonction n’est pas plus compliquée que la fonction elle-méme.

2.7 Changement de variables dans les intégrales

Théoréme 2.12 Soient I et J deuz intervalles de R. Soit f : I — R une fonction continue et
soit ¢ : J — I une fonction de classe C'. Soient a,b € J. On a les formules :

b »(b)
(1) l/f@@»dwmx/?)ﬂwdm

@(b) b
() /”fmmz/fmmwmw
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Remarque 2.13 Bien entendu, les formules (1) et (2) sont exactement identiques, mais ne seront
pas employées de la méme fagon. Le point de vue adopté ici est que l'intégrale qu’on veut calculer
est celle qui fait intervenir x.

Dans ce théoréme, 'hypothése ¢ : J — I signifie que pour tout = € J, ¢(x) existe et appartient
a I. Par ailleurs le fait que ¢ soit de classe C! signifie que ¢ est dérivable sur J, et que sa dérivée
¢ est continue sur J.

Démonstration. Comme f est continue sur I elle admet une primitive F' sur I et on a 7 :=
ff(f)) f(z)dx = F(e(b)) — F(¢(a)). On considére ensuite la fonction G = F o . Elle est dérivable

sur J et on a G'(t) = F'(¢(t))¢'(t) = f((t)¢'(t). On a done [ f(e(t)¢'(t)dt = [*G'(t)dt =
G(b) — G(a) =T.

Remarque 2.14 En pratique, pour mémoriser la formule (1), on pose u = @(x) ce qui donne

du = ¢'(z) dx (penser a la notation du ytilisée en physique pour désigner la dérivée de u vue comme

dx
une fonction de x : ici cette fonction est ¢, donc % = ¢'(z) et il ne reste plus qu’a multiplier
formellement par dx). De méme pour (2) on note © = (t) d’ou dx = ¢'(t)dt. Concernant les
bornes, dans (1) quand x vaut a, u = p(x) vaut p(a) (et de méme, quand x vaut b, u vaut p(b)) :

Uintégrale de a a b en x devient une intégrale de p(a) & ¢(b) en u. La situation est analogue pour
(2).
2.7.1 Utilisation de la formule (1)

Reégle 1 On utilise la formule (1) quand, dans lintégrale & calculer, on voit apparaitre une fonc-
tion @(x) et que sa dérivée ¢’ (x) intervient dans un terme de la forme ¢'(x) dx.

Exemples

3
d
1) On cherche a calculer I = / (ln(w))7—x~ On applique la formule en posant ¢(z) = In(z) (car
1 x

la dérivée de @, c’est-a-dire 1/, apparait en facteur de dz). On trouve I = foln(3) u'du = %~

s

I
2) On cherche a calculer I = / tan x dz. Ici, on se souvient de la formule tanx = sinz/ cosx et

6
on pose p(z) = cosx (la encore, sa dérivée apparait, au signe prés en facteur de dz). On a alors

V2
 [Fdu . V3 V2, 1. .3
I== g w =G -G =5nG)

3) On peut de méme calculer les primitives suivantes :

43 In(z) / 2 / 2az +b
dx, dzx, re® dr, v/sin(x) cos(x)dx, ———dx, aveca,b,ceR

/1+a:4 / x (%) cos(z) Var? +br+c

2

en prenant respectivement pour o(z) les fonctions suivantes : 1+ z* sur R, In(z) sur R*, 2% sur
R, sin(z) sur [0, 7], az? 4 bz + ¢ sur un intervalle sur lequel cette fonction est strictement positive.

Remarques

1) Dans la pratique, on fait le changement de variable de la maniére suivante. On pose u = ()
et on écrit du = ¢'(x)dx. On exprime la fonction a intégrer en fonction de u et enfin on change
les bornes a,b en p(a), p(b).

2) L’exemple 2) ci-dessus montre que la fonction ¢ n’a pas besoin d’étre bijective (ici elle n’est
pas injective : on a cosz = cos(—z) pour x € [0, 7/6]).

2.7.2 Utilisation de la formule (2)

Reégle 2 On utilise la formule (2) quand on repére que la fonction a intégrer serait plus simple si
x était remplacé par p(t) pour une certaine fonction .
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11 faut faire attention, en appliquant la formule (2), au fait qu'une fois la fonction ¢ choisie,
on doit aussi trouver a et b tels que les bornes de Uintégrale a calculer (c’est-a-dire a et 8 si on
cherche ff f(x)dx) sécrivent o = p(a) et 8 = p(b). Il faut donc résoudre les équations ¢(t) = «
et ¢(t) = B pour trouver a et b. Eventuellement on peut avoir plusieurs choix pour a et b, avec
certains menant & des calculs plus simples que d’autres.

On utilise principalement cette méthode quand on voit apparaitre I'une des cinq expressions

suivantes :
\/1—ZE27 1+1‘27 \/1‘2—17 \/1—|—$27 1—1‘2'

On pose alors respectivement « = sint, x = tant, x = cht, x = sht, x = tht (voir 'annexe
B pour ces trois dernéres fonctions). Ces expressions deviennent ainsi respectivement | cost|, 1 +
tan?t = ﬁ, |sht|, cht, 1 —th 2 = c}112t' Il faut prendre garde au fait que va? a un sens pour
tout @ € R, mais en général est égal & || : on n’obtient o que si a > 0.

Il y a une situation particuliére dans laquelle ces cinq changements de variables sont encore

plus utiles : c’est lorsqu’on intégre une expression comportant

dx dx dx dz dz
Vi—22 1422 a1  Ji+a2 1-a?
En effet les cing changements de variables x = ©(¢) mentionnés précédemment transforment

chacune de ces expressions en +dt (puisque dx = ¢'(t)dt; le terme ¢’(t) annule exactement le
dénominateur, au signe prés lorsqu’il y a une valeur absolue).

a2 dx
0o Vv 1-— 1’2

b = m/2. On a alors dx = costdt et /1 — a2 = cost car cost > 0 puisque t € [0,7/2]. On voit,

Exemples 1) On veut calculer I = On pose x = sint = ¢(t) avec a = 0 et

/2
comme annoncé, que le terme v/1 — 22 se simplifie et on a I = / sin’ t dt, ce qui se calcule en
0

1 — cos 2t

linéarisant sin®t = ————- On trouve I = /4.

2) On veut calculer I = /01 (1_;1%)2 On pose z = tant et on a dr = (1+tan®t)dt = (1+2?)dt
et un des facteurs 1 + 2 se simplifie. On se souvient aussi de la formule 1 + tan?t = ol On
a donc I = /ﬂ/4 cos® tdt. On linéarise : cos? t = % etonal=7%+ %'

0

Va2 de
o V14 x2
1l reste donc I = / sh?tdt avec a = argshl = In(1 + v/2). On linéarise en notant qu’on a

0

h2t —1 h2 2 In(1 2
shzt:CT~ Onobtient]zsllafa—£ n( +\[)

3) On veut calculer I = On pose x = sht. On a dx = chtdt et v/1+ 22 = cht.

2 2 2

2.7.3 Deux autres exemples

z .

Voici un exemple pour lequel il est intéressant de poser le changement de variable ¢ = tan 5 :

1
/ ——dx
sinx

sur un intervalle sur lequel sinx # 0, i.e. x # km, k € Z.

On remarque que

—— est bien définie pour x € [7/4,7/2] et que la fonction x — tan § est de
inz
1

classe C! sur cet intervalle, de dérivée 5(1+ tan? %) et inversible, d’inverse 2 arctant.
Pour continuer il est nécessaire de connaitre I’expression de sin x en fonction de ¢. Profitons-en

pour aussi exprimer cosx et tan x en fonction de t. on a alors :

35



in & z
2 sin 3 COS 3 2t

sine = — = ,
sin® 5 +cos? 3 1+1¢2
cos® £ — sin? 51—
cosx = T -2z 27
cos? 5 +sin” 1+1¢
sinx 2t
tanx = =

(On vérifie bien que pour z tel que tan § = 1 soit x = § + k7, tan 2 n’est pas défini.) De plus

2dt

= 2arctant, de = ——.
T arctant, dz T+

Ainsi en appliquant la formule du changement de variable, nous pouvons exprimer la primitive

1
/ dx comme une primitive d’une fonction rationnelle en la variable ¢ :

sin
1 (1 + t2)(2dt) dt T
dr= | — L =[] = =In|t =1In|tan =

/sina: * / 1+ )20 g inltlFe=Injtang [+

De fagon plus générale, le calcul d’une primitive d’une fonction rationnelle en sinz et cosz,
devient, grace a ce changement de variable un calcul de primitive d’une fonction rationnelle (que
Pon sait toujours calculer grace aux résultats qui seront présentés dans appendice A). En fait,
pour calculer une primitive d’une fonction de la forme

f(z) = R(sinz, cos x)

il y a souvent un changement de variable plus efficace que de poser t = tan(z/2) (c’est-a-dire qui
permet de mener le calcul & bien plus rapidement). Il s’agit de la régle de Bioche, que voici :

- Si f(x)dx est inchangé quand on remplace x par —z, on pose t = cos z.

- Si f(x)dx est inchangé quand on remplace x par m — x, on pose t = sin z.

- Si f(x)dx est inchangé quand on remplace x par 7 + x, on pose ¢t = tan z.

Détaillons le premier cas. Il s’agit de poser 2’ = —z, ce qui donne dz’ = —dx (comme si on
faisait le changement de variable ' = —z). Si la fonction f est impaire, on a f(—z) = —f(z)
donc finalement f(—z)d(—z) = (—f(x))(—dz) = f(x)dz ce qui signifie que f(x)dz est inchangé
quand on remplace & par —z : dans ce cas on pose t = cosz. On peut s’en souvenir car cos(z)
est invariant quand on remplace x par —z : on a cos(—z) = cos(z). La méme méthode permet de

retenir les deux autres cas.
/4 :03
sin®(x
I— / (@),
o 14 cos?(z)

Par exemple pour calculer
on est dans le premier cas et en posant ¢t = cosz on obtient dt = —sinzdz; comme sin®z =
l1—cos’z=1—-t*ona:

I=- —dt = —14+——= |dt = |—t+2Arct t =—1+— 2/2—2Arct 2/2).
/1 112 /\/5/2( +1+t2> { +2Arctan (t) V32 +o+ / rctan (v/2/2)

Finalement voici un exercice qui méle changement de variable et intégration par parties :

calculer [ arctan zdx. Faisons une intégration par parties en posant : u(z) = arctanz et v'(x) = 1.
1

Ainsi @ u/(z) = 177 et v(2) = , la formule nous donne alors :
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T
/arctan rdx = rarctanx — / ——dx.
1+ 22

x

1357 la forme 19% avec h(z) = 1 + 2. Ainsi en posant

Or on reconnait dans l’expression ok

t = 1 + 22 on obtient :
T 1 dt 1 1
L gr=> L= Cm|t|= - In(l +2?).
/1+x2x 5| 7 = ltl=g+ey)
D’ou

1
/arctan xdr = rarctanx — 5 In(1 4 z?).

2.8 Développement en éléments simples (cas particulier)

On appelle fonction rationnelle toute fonction de la forme % ou P et (Q sont des polynomes,
avec @ # 0. Le développement en éléments simples est une technique qui permet de calculer une
primitive de n’importe quelle fonction rationnelle. Elle est présentée en Annexe A.

Dans ce chapitre on se contente du résultat suivant, qui est un cas particulier du théoréme
principal énoncé au paragraphe A.3.3 de 'annexe A.

Théoréme 2.15 Soient P et Q deux polynémes. On suppose que Q est de la forme

r

Qz) = H(X — ;) avec ay,...,a, € R deuxr & deux distincts.
i=1

Alors il existe des réels Ay,..., A, et un polynome E tels que pour tout x € R\ {ay,...,a.} on
ait :
P(l’) Al AT
=F - . 2.1
0w POt Ta Tt i, (21)
En outre :
— On a E =0 sideg(P) < deg(Q), et deg(E) = deg(P) — deg(Q) sinon.
— Le polynome E et les réels Ay, ..., A, sont uniques.
— Pour tout j € {1,...,r} on peut trouver A; en évaluant en x = a; la fonction
(z—a)P@@) P

Q(z) B Hi;éj(m — i)

Le polynéme FE est le quotient dans la division euclidienne de P par @ : voir 'annexe A pour
lalgorithme qui permet de calculer E en général. Lorsque deg(P) < deg(Q) il n’y a rien a faire
puisque F = 0; quand deg(P) = deg(Q) on a deg(F) = 0 donc F est une constante, qu’on peut
trouver en faisant tendre x vers U'infini dans la relation (2.1). De méme, en multipliant la relation
(2.1) par  — o puis en faisant tendre x vers a; on obtient A; comme énoncé & la fin du théoréme
2.15.

On peut démontrer le théoréme 2.15 par récurrence sur r, mais dans le cadre de ce cours il est
admis. Une preuve des résultats de 'annexe A, qui sont beaucoup plus généraux, sera vue en S3.

L’intérét du théoréme 2.15 pour la recherche de primitives est évident : il est facile, sur n’im-
porte quel intervalle, de trouver une primitive du membre de droite de I’égalité (2.1). Par exemple

on a

2 +5 ) 6
x(x—1) x x—1

ce qui donne x—51n |z|+6 In |x—1| comme primitive sur tout intervalle inclus dans ] —oco, 0[U]0, 1[U]1, 4+o0].
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2.9 Construction de I'intégrale de Riemann

Dans ce paragraphe on donne une définition rigoureuse de l'intégrale d’une fonction continue
sur un segment. Celle présentée jusqu’ici est fondée sur la notion d’aire, dont on a admis au
paragraphe 2.2 qu’elle a un sens et qu’elle posséde un certain nombre de propriétés raisonnables.
Or il n’est pas du tout évident de définir de facon précise I’aire d’un domaine de R? ! Evidemment
si c’est un triangle, un carré ou un autre polygone on peut la définir et la calculer facilement (par
exemple en pavant cette figure par des triangles deux & deux disjoints et en calculant la somme de
leurs aires), mais si c’est une partie trés compliquée il n’est méme pas évident que la notion d’aire
ait toujours un sens.

Dans ce paragraphe on montre donc comment définir l'intégrale sur un segment [a,b] d’une
fonction continue sur un segment. Pour cela on a besoin de quelques définitions. Dans tout ce qui
suit on fixe un segment [a, b].

Soient a = zg < 21 < ... < Tp_1 < Ty, = b, et cg,...,Cn,dg,...,d_1 € R. On définit une
fonction f : [a,b] — R en posant :

¢; si * = x; pour un indice 7 € {0,...,n
)= { b {0....n) 22)

" | d; siz; <2 < xiyq pour un indice i € {0,...,n — 1}
Définition 2.16 On appelle fonction en escalier sur [a,b] toute fonction qui peut s’écrire ainsi.

Par exemple la fonction partie entiére est en escalier sur tout segment. Si on considére a = 1 et
b =3, on peut prendre n =2, 1 =2, co =do =1, ¢y = d; = 2 et co = 3 puisqu’on a (en notant
|x] la partie entiére de x, parfois notée E(z)) :

1sil<z<?2
lz] =4 2si2<z<3
3sizx=3

Définition 2.17 L’intégrale d’une fonction f en escalier, donnée par (2.2), est définie par :

b n—1
/ f(z)dz = Z di(xit1 — ;) =do(x1 —z0) + ... + dp1 (T — Tp_1).
a i=0

Cette définition appelle plusieurs remarques. D’abord d;(z;4+1 — x;) est aire du rectangle dont
les sommets sont les points de coordonnées (z;,0), (z;,d;), (x;+1,0) et (x;11,d;). I est logique de
dire que cette aire est égale a I'intégrale de f entre x; et x;4.1, puisque f est constante égale & d; sur
Pintervalle ]z;, 2;11][. Les valeurs que prend f aux points x; et ;41 n’ont aucune importance pour
le calcul d’une intégrale, donc les réels notés ¢; dans (2.2) n’interviennent pas dans la définition
de ff f(x)dz.

L’intérét de considérer les fonctions en escalier est que leur hypographe est une réunion disjointe
de rectangles (mis & part des segments sur les droites verticales x = x;, qui sont d’aire nulle). La
définition ci-dessus formalise le calcul de ’aire d’un tel hypographe.

Une fonction en escalier f peut s’écrire sous la forme (2.2) de multiples fagons ; par exemple la
fonction partie entiére sur [1, 3] (vue ci-dessus) pourrait aussi s’écrire en prenant n = 3, x; = 3/2
et xo = 2 par exemple (en fait la seule contrainte est que I'un des z; soit égal & 2 : on peut ajouter
autant d’autres x; qu'on veut). On peut démontrer que la valeur de f; f(x)dx ne dépend que de
f i clest la méme quelle que soit Pécriture (2.2) qu’on considére pour une fonction en escalier f
donnée.

Considérons maintenant une fonction continue f sur [a, b]. Intuitivement on peut ’approcher
par une fonction en escalier. C’est ce que fait une calculatrice graphique quand elle trace la
fonction : si par exemple elle trace une fonction sur [0, 1] et que la largeur de 1’écran est de 1000
pixels, alors chaque pixel correspond a la valeur de la fonction sur un intervalle de longueur 1/1000,
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de la forme ]1000, 1-000[ Autrement dit, la calculatrice trace le graphe d’une fonction en escalier,
constante sur chaque intervalle de cette forme.
On va utiliser cette idée pour définir I'intégrale d’une fonction continue.

Soit f une fonction définie sur [a,b] et a valeurs réelles. Dans toute la suite on suppose que f
est bornée, ce qui est automatique si f est continue (par le théoréme des bornes atteintes). On
note I_(f) ’ensemble des intégrales fab p(z)dz ol @ est une fonction en escalier sur [a, b] telle que
pour tout = € [a,b] on ait p(x) < f(x). Autrement dit, I_(f) est 'ensemble des intégrales des
fonctions en escalier qui minorent f. C’est un ensemble non vide de réels puisque f est bornée.

De méme on note I (f) 'ensemble des intégrales f: Y(x)dz ou 1 est une fonction en escalier
sur [a, b] telle que pour tout = € [a,b] on ait (x) > f(z).

Définition 2.18 On dit qu’une fonction f définie et bornée sur [a,b] est intégrable au sens de
Riemann si les trois conditions suivantes sont remplies :

— L’ensemble I_(f) est majoré.

— L’ensemble I (f) est minoré.

— On asupl_(f) =inf I (f).

Quand c’est le cas on définit lintégrale de f sur [a,b] en posant :

b
/ f@)dx =sup I_(f) = inf I.(f).

Lorsque f elle-méme est en escalier, on montre sans grande difficulté que f est intégrable au

sens de Riemann et que la définition donnée ici de fab f(z)dx est cohérente avec celle donnée plus
haut.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.19 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors [ est intégrable au sens de
Riemann, donc la définition précédente donne un sens a lintégrale ff f(x)dx

Démontrons ce théoréme. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors elle est bornée
(et atteint ses bornes, mais on ne s’en sert pas ici) : il existe m et M tels que pour tout x on
ait m < f(x) < M. Soient ¢ et ¢ deux fonctions en escalier telles que pour tout x ont ait
o(x) < f(x) < (x). Alors les deux encadrements précédents donnent p(x) < M et m < 9(x)
pour tout z. En appliquant la définition de I'intégrale d’une fonction en escalier on en déduit
f o(x)dr < M(b—a) et m(b—a) < f x)dx. Donc M (b — a) est un majorant de I_(f) et

m(b— a) est un minorant de I_(f). Comme I _( f) et I.(f) sont non vides (il suffit de considérer
les fonctions constantes égales respectivement a m et M), on en déduit 'existence de sup I_(f) et
inf It (f). Pour conclure la preuve du théoréme, il suffit de montrer que ces nombres sont égaux.

Soient ¢ et ¢ deux fonctions en escalier telles que pour tout z ont ait p(z) < f(z) < ¢(x);
en particulier on a ¢(x) < w( ) En calculant leurs intégrales avec une méme suite finie (z;)
dans (2.2), on en déduit que f x)dx < f (x)dz. Cela montre que tout élément de I_(f) est
inférieur ou égal a tout élément de I+ (f). On en deduit que sup I_(f) < inf I (f).

Pour terminer la preuve on applique le théoréme de Heine (voir Pannexe C) : comme f est
continue sur un segment elle est uniformément continue. Cela signifie que pour tout € > 0 il existe
d > 0 tel que pour tous x,y € [a,b] vérifiant |z — y| < § on ait |f(z) — f(y)| < e. Soient € > 0, et
d > 0 un réel tel que pour tous z,y € [a, b] vérifiant |z — y| < § on ait |f( )— (y)| <

n un entier suffisamment grand pour que =2 < §, et posons x; = a+1i- =2 pour 0 < i < n;ona
biena=2ry<z1 < ... <xp_1 <2y =0b. Pour tout entier ¢ compris entre Oetn—1, conslderons
la fonction f sur [xi,xiﬂ]. Comme elle est continue sur ce segment, elle y est bornée et atteint
ses bornes : il existe p;, 0; € [, x;+1] tels que pour tout x € [;, x;41] on ait :

fui) < f(z) < flod).
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On définit alors deux fonctions en escalier o, : [a,b] — R en posant pour 0 <i<n—1:

o(x) = f(u;) et Y(z) = f(o;) pour tout = €)x;, x;41]

et aussi ¢(a) = ¢¥(a) = f(a). Par construction on a bien ¢(z) < f(x) < ¥(z) pour tout z € [a, b],

donc fab o(x)dr € I_(f) et fab Y(z)dx € IL(f). En outre, vu le choix de n & partir de la définition
d’uniforme continuité, on a | f(0;) — f(us)| < 3= pour tout 4, puisque p; et o; appartiennent tous

les deux a 'intervalle [z;, z;41] dont la longueur est x; 1 —z; = a+(i—|—1)'l’_T‘1—a—i~b_T“ = I’_T“ < 6.
On a donc f(0;) < f(us) + 5= pour tout 7, ce qui donne ffw(x)dx < f; ¢(x)dz +¢€. On a donc :
b b
inf I, (f) < / Y(x)dx < / p(x)dr +e <supl_(f)+e.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit inf Iy (f) < supI_(f) ce qui termine la preuve du
théoréme 2.19.

On montre facilement que les propriétés du paragraphe 2.4.3 sont vérifiées avec cette définition
de l'intégrale. Pour en déduire les autres propriétés énoncées dans ce chapitre, il ne reste qu’a
prouver le théoréme suivant.

Théoréme 2.20 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors la fonction F définie sur [a, b]

par F(z) = / ft)dt est une primitive de f.

Démontrons ce résultat. Soit g € [a,b] : il s’agit de démontrer que F est dérivable en zq et
que F'(z¢) = f(xo). La combinaison de ces deux propriétés signifie :

L F(x) = F(xo)
T—xQ r — X

= f(zo).

On va démontrer cela en revenant a la définition de limite. Soit € > 0. Comme f est continue en
Zo, il existe § > 0 tel que pour tout ¢ € [xg — J, 20 + d] N [a,b] on ait |f(t) — f(z)| < e. Montrons
que pour tout z € [xg — J,zo + ] N [a, b] distinct de z( on a

F(x) = F(o)
T — X0

— f(zo)| <€ (2.3)

ce qui terminera la preuve (compte tenu de la définition d’une limite). D’aprés la relation de Chasles
ona F(x)—F(xg) = f;; f(t)dt. Or pour tout t compris entre xg et x, on a f(x)—e < f(t) < f(z)+e
par définition de §. Supposons dans un premier temps = > x. Alors on a, par croissance de
Iintégrale,

x

(I*l’o)(f(x)*é‘):/m(f(x)*é?)dtSF(I)*F(Io)S/ (f(z) +e)dt = (x — xo)(f(z) +¢)

0 Zo
d’ol, puisque z — xg > 0 :

F(x) — F(x
fa)—e < B ZE@O) gy 4
r — X
ce qui démontre la majoration (2.3). Dans le cas o & < z( la preuve est similaire, mais les
inégalités sont renversées : on a par exemple (z — zo)(f(x) —e) > F(x) — F(x¢), ce qui donne
bien f(x) —e¢ < %ﬁ;ﬁo) puisqu’on divise par z — xg < 0 ce qui inverse & nouveau le sens de
I'inégalité. Ceci termine donc la preuve du théoréme 2.20.
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Cette définition d’intégrale a le mérite d’étre rigoureuse. Un de ses inconvénients majeurs est
qu’il y a trop peu de fonctions intégrables au sens de Riemann, ce qui pose des problémes (par
exemple en probabilités). En effet considérons la fonction f : [0, 1] — R définie de la fagon suivante,
pour tout x € [0,1] : f(x) = 1 si x est un rationnel (c’est-a-dire si = est de la forme p/q avec
p,q € Zet q+#0),et f(x) =0 sinon. Montrons alors qu’on a I_(f) = 0 et I (f) = 1. Pour montrer
que I_(f) =0, on constate que d’une part la fonction nulle est inférieure & f et d’intégrale 0 entre
0 et 1, et d’autre part que si une fonction ¢ en escalier vérifie p(z) < f(z) pour tout = € [0,1]
alors on a ¢(z) < 0 pour tout x sauf un nombre fini de points (car si on avait ¢(z) > 0 sur un
intervalle ouvert |a, b[ avec a < b, on pourrait trouver un nombre irrationnel x €]a, b[ et on aurait
o(x) > 0= f(z) ce qui contredit 'hypothése). De méme, on montre que I (f) = 1 en montrant
que si une fonction 9 en escalier vérifie ¢)(z) > f(z) pour tout = € [0, 1] alors on a ¥ (z) > 1 pour
tout x sauf un nombre fini de points.

Finalement pour cette fonction f on a donc I_(f) # I, (f) : elle n’est pas intégrable au sens
de Riemann. C’est un peu dommage car on aurait envie de dire que cette fonction vaut presque
toujours 0. En effet entre 0 et 1 il y a trés peu de rationnels par rapport au nombre d’irrationnels. La
difficulté est de donner un sens précis a ce constat (car évidemment il y a une infinité d’irrationnels,
et aussi une infinité de rationnels). Une fagon de le faire est de dire que Pensemble des rationnels
est dénombrable, c’est-a-dire qu’on peut le mettre en bijection avec N, ce qui n’est pas le cas de
Pensemble des irrationnels (qui est beaucoup plus gros).

L’intégrale de Lebesgue (qui est au programme du S5) résout ce probléme. Il s’agit d’une autre
fagon de définir les intégrales, pour laquelle cette fonction f posséde bien une intégrale (qui est
nulle). Bien entendu pour des fonctions f continues, on retrouve l'intégrale au sens de Riemann
définie ci-dessus.

2.10 Sommes de Riemann

Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Théoréme 2.21 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors

/f

Le cas particulier ou [a,b] = [0, 1] est celui qu’on utilise dans presque toutes les applications :

Corollaire 2.22 Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Alors

i 3 stk = [ G
Par exemple on peut utiliser ce corollaire pour déterminer la limite de la suite (u,,) définie par
n
k
n = Z 21 2"
— k*+n

au numérateur et au dénominateur :

_ 1 ” k / n_ 1 -

— — k

S T

en posant f(z) = %7 pour z € [0,1]. La fonction f : [0,1] — R est bien continue, donc le
corollaire montre que la suite (u,) converge et que sa limite est égale a

! 1 In2
X n

1 1 = —.
/0 m2+1d { n(z* + )]o 2
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Dans le théoréme 2.21, la somme b_Ta Y ory f(a + k- b_T“) s’appelle la somme de Riemann

associée & f. Si au lieu de commencer cette somme & k = 1 on la commence a k = 0, cela revient

a ajouter un terme ce qui ajoute b;—“ (a) & la somme. La suite obtenue ainsi tend toujours vers

fol f(x)dx, puisque lim,, b_Taf(a) = 0. Cela signifie que dans le théoréme 2.21 et dans son
corollaire, on aurait pu remplacer ZZ:1 par ZZ:O. La méme remarque montre que la somme
aurait pu se terminer a n — 1 au lieu de n.

Démontrons maintenant le théoréme 2.21. La preuve est assez proche de celle du théoréme
2.19. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Pour tout n > 1, notons

S22 ok )

la somme de Riemann considérée. Soit € > 0. D’apreés le théoréme de Heine, f est uniformément
continue sur [a,b] donc il existe § > 0 tel que pour tous z,y € [a,b] tels que |z — y| < & on ait
|f(x) — f(y)] < 5. Notons N un entier suffisamment grand pour que I’_T“ < 4, et soit n > N.
Posons xi:a—l—i-b*Ta pour 0<i<m;onabiena=zg<z; <...<Zp,_1 <z, =0>0 Pour tout
entier ¢ compris entre 0 et n — 1, considérons la fonction f sur [z;, z;11]. Comme elle est continue
sur ce segment, elle y est bornée et atteint ses bornes : il existe u;,0; € [z;,2;41] tels que pour

tout x € [x;,x;41] on ait :

£(u) < 1) < (o)

On définit alors deux fonctions en escalier ¢, : [a,b] — R en posant pour 0 <i<n—1:
o(x) = f(u;) et Y(z) = f(o;) pour tout = €)xz;, x;41]

et aussi p(a) = ¢ (a) = f(a). Par construction on a pour tout k compris entre 1 et n :

—a

= flxy) <

bfa) b—a b—a
n n

Flath- flon = [ vyts

Tk—1

et de méme b_Taf(a +k- E’_T“> > [** o(x)dr. En sommant pour k allant de 1 & n on obtient

/a ’ ol@)ds < S, < / " p(@)da.

Comme dans la preuve du théoréme 2.19 on a ffw(x)dx < f;ga(x)dx + e; comme p(x) < f(x)

pour tout x on en déduit fft/}(x)dx < ff f(x)dz + &. De méme on a f; o(z)dx > f; f(x)dz — e.
En combinant ces inégalités avec I’encadrement de S, obtenu précédemment, on obtient

(/abf(x)da:) —e<S, < (/abf(x)dx> te

Etant donné la définition de limite d’une suite, cela termine la preuve du théoréme 2.21.

2.11 Fonctions continues par morceaux

Définition 2.23 Une fonction f définie sur un segment [a,b] est dite continue par morceaux si
il existe des réels xg, 1, ..., Tp_1, Ty Verifiant a =9 < 1 < ... < Tp_1 < T, = b et tels que :
— Pour tout i compris entre 0 et n — 1, la fonction f est continue sur l’intervalle ouvert
]xi7xi+1[-
— Pour tout i compris entre 0 et n — 1, la fonction f posséde une limite a droite en x;.
— Pour tout i compris entre 1 et n, la fonction f posséde une limite & gauche en x;.
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Ces conditions signifient que f est continue en tout point de [a, b], sauf peut-étre en un nombre
fini de points particuliers qu’on note x; ; on demande aussi qu’en chacun de ces points, f posséde
une limite & droite et une limite & gauche (sauf bien str en zg = a, ot on demande seulement une
limite & droite puisque cela n’aurait aucun sens de parler de limite & gauche, et symétriquement
en r, =b).

Un exemple de fonction continue par morceaux est la fonction partie entiére sur [0, 3] : on peut
prendre n = 3, 1 = 1 et 9 = 2. De facon générale, la fonction partie entiére est continue par
morceaux sur tout segment [a,b] : on prend pour z; tous les entiers compris entre a et b, car si n
désigne un tel entier on a

lim|z] =n—1et lim|z|=n.

xz<n r>n

Définition 2.24 Soit f une fonction continue par morceauz sur un segment [a,b]. On définit
Uintégrale de f entre a et b par :

b n—l ez
/a s =3 / f(@)de

ol Tg, T1, ..., Tn_1, Tn Sont des réels comme dans la définition 2.23.

Evidemment les réels x; dans la définition 2.23 ne sont pas uniques (on peut par exemple
ajouter arbitrairement des réels a cette famille), mais on montre sans difficulté que l'intégrale
f; f(z)dz qu’on définit ainsi ne dépend pas du choix de la famille (z;). Tous les résultats vus dans
ce chapitre se généralisent lorsque les fonctions considérées sont seulement supposées continues
par morceaux, et pas forcément continues.
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Chapitre

Formules de Taylor

3.1

Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral

Soit I un intervalle de R et n un entier naturel.

Théoréme 3.1 Théoréme de Taylor-Lagrange avec reste intégral a l'ordre n > 1.
Soit f: I = R une fonction de classe C*T1 sur I, et soit a,b € I. Alors,

f(0)

—a)? —a)” b _\n
= s+ 0@+ Eg @ s Eo e o [TEE o ay
- > O« [T o g
k=0 : a :
" (b—a)k ! s
= Z (b o ) f(k')(a)+ (b )n+1/0 (1 - ) f(n+1)( +s(b—a)) ds
k=0 ’

Exemples et Remarques

1. Nous appellerons le polynome Y, _, ®-a)” a) %) (a) le polynéme de Taylor de la fonction f.

2. On remarque que pour n = 0, c’est l’apphcatlon directe du théoréme fondamental de

I’analyse :

a) = /ab F(1) dt

Si P est une fonction polynomiale de degré n, alors P(z) = ag + Y_,_, ar 2" les aj étant
des coefficients réels et a,, # 0. La fonction P est alors bien de classe C"*! et en appliquant
la formule du théoréme pour a, b € R, on obtient :

la fonction f étant C!.

car P("*1) = 0. Si 'on pose b = x et a = 0 nous obtenons l’expression :

)+ i @P(k)

|
k=1

P (0)
k!

qui n’est autre que I’expression polynomiale de P, i.e. ax =
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Preuve. La preuve de ce théoréme se fait par récurence et repose essentiellement sur une in-
tégration par parties. Supposons que la fonction f soit C**! sur I : en appliquant le théoréme

b
fondamental de l’analyse nous avons pour n =1 : f(b) — f(a) = / f'(t) dt. Supposons mainte-

a
nant que la formule du théoréme soit juste a 'ordre n — 1, c’est a dire que :

n — 1!

n—1 —a)k b _ \n—1
1) = 5@+ Y P @ + [ o0 an

Faisons une intégration par parties sur le reste intégrale en choisissant de dériver f(), ce qui

_p\n—1
possible car f est C"T1, et d’intégrer % nous obtenons alors :

Ce qui prouve la formule du théoréme. La forme avec fol s’obtient grace au changement de variable
t=a+s(b—a). o

Ce théoréme a une grande utilité pour comparer une fonction a son polynéme de Taylor sur
tout un intervalle de R.

1. En appliquant la formule a la fonction cos a 'ordre 2, on obtient :

2 x —t 2
cosz=1— 2 —|—/ E=t" sin(t) dt.
ot ), T 2

En remarquant que sin(t) est positive si ¢ € [0, 7] et négative si ¢t € [—m, 0], on déduit que
x —t 2
/ (QUT) sin(¢) dt >0, Vz € [-m, 7.
0

2
T
Ainsi on a montré 'inégalité cos(z) > 1 — ~ pour tout x € [—m, 7).

2. En appliquant la formule & 'ordre n a la fonction exponentielle entre x et 0, on a :
n k T n
T o0 Z° sp® @ =" D)
e’ =e + kz::l T CXP (0) +/O ST OxXP (t) dt.

Or comme exp™ 1) (t) = e la formule devient :

Orsit est tel que 0 <t < z alors ef < e® et donc

0 n! 0 n!

ainsi




3.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 3.2 Inégalité de Taylor-Lagrange
Soit f une fonction de classe C"*1 sur lintervalle I de R et soit a, b € I. Si M est un réel tel
que | f ) (z) |< M pour tout = € [a, b] alors,

—~ (b—a)*
[ FO) = fla) =D =P <M

| b—a|*H!
(n+1)!

Preuve. Supposons f de classe C"t! et appliquons le théoréme de Taylor-Lagrange entre a et b.
Nous obtenons alors :

n _\k 11 _ an
50 - S @] = oot [ e - a) as
2 |
1 — 35"

< Pt [ES e s a) | ds

< |b—a|"! /01(1;!5)"Mds

_ " (1—s)m7

= o-arstor [F2 ]

M |b—al"?

N (n+1)!

o
Exemples et Remarques

1. Nous avons supposé que la fonction f est C"T1. Ainsi par le théoréme des bornes atteintes,
'existence de majorants M est assurée : nous pouvons poser M = sup ¢,y | FFD(s) .
Ceci dit, en pratique, déterminer explicitement cette borne supérieure est le plus souvent
inutile : on vérifie simplement que M est un majorant pour appliquer le théoréme.

2. Démontrons pour un réel z quelconque I’inégalité suivante :

. 1 4 ‘1‘|5
sinz — (z — —a%)] < 2
[sinz — (z i )| 120

Pour cela on applique I'inégalité de Taylor & la fonction sin & l'ordre 4 entre 0 et x, et on
remarque que | cos(s) |< 1.

3.3 Notations o et ~

Dans la suite de ce cours nous aurons besoin de la notation suivante.

Définition 3.3 Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I dansR. Soit x¢ un élément
de I ou une borne de I. On note

f(@) = 020, (9(2)),
et on dit que f(x) est un petit o de g(x), si il existe une fonctione : I — R telle que f(x) = e(x)g(x)

et limy ., e(x) = 0.

Dans tous les cas intéressants, la fonction g ne s’annulera pas au voisinage de g, et pour x

assez proche de zg la fonction e sera nécessairement donnée par ¢(z) = ch Eg Dans ce cas on a :
_ G
f(@) = 020 (9(7)) < Jim olz) 0.
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La définition 3.3 se généralise immédiatement au cas ou xg = Fo00, & condition que x( soit
une borne de I. En pratique on précise toujours explicitement au voisinage de quel point zy on
travaille, et on écrit simplement f(z) = o(g(x)) au lieu de f(x) = 04—z,(g9(x)). On prendra garde
a bien former la lettre o (de préférence en écriture cursive plutét qu’en script) pour éviter la
confusion avec une notation O qui existe aussi mais qu’on ne verra pas ce semestre.

Exemples La définition donne immédiatement les résultats suivants, en utilisant si nécessaire le
théoréme de croissance comparée.

1) Quand z tend vers 0 (c’est-a-dire avec 29 = 0), on a 2° = o(x2), et plus généralement 2% = o(z?)
pour tous réels a, b tels que a > b. On a aussi 2% = o(lnz) et Inz = o(x~*) pour tout a > 0.

2) Pour 2y € R on peut généraliser immédiatement les relations précédentes, quand x — xp : on
a (r —9)® = o((x — x9)?) pour tous réels a,b tels que a > b, et aussi (x — x9)® = o(In(x — 7)) et
In(x — x0) = o((x — o)~ %) pour tout a > 0.

3) Quand z tend vers +oo, on a 22 = o(z?), et plus généralement % = o(z) pour tous réels a, b
tels que a < b. On a aussi Inxz = o(z*) et % = o(e”) pour tout a > 0.

4) Quand x tend vers —oo, on a x? = o(z?), et plus généralement 2 = o(x®) pour tous a,b € Z
tels que a < b. On a aussi e” = o(z*) pour tout a € Z.

5) On a f(z) = o(1) si, et seulement si, limg_,,, f(z) = 0.

On a alors les propriétés suivantes (si x tend vers xq fixé). Tout d’abord, si fi(x) = o(g(z)) et
fa(xz) = o(g(x)), alors en notant ¢; et co deux constantes réelles on a :

eLfi(@) + eafol@) = o(g@) et fulx) = olcig(a)) sicr #0.
Par ailleurs si f1(z) = o(g1(z)) et fo(z) = o(go()) alors

11(@) fa(@) = olg1 (2)ga(2)).
Enfin, si f(z) = o(g(x)) et g(x) = o(h(x)) alors f(z) = o(h(z)) puisque

@) _ f@) gl)
W)~ g(x) )

est le produit de deux fonctions qui tendent vers 0, donc tend vers 0. Les propriétés précédentes
se démontrent de facon similaire.

Définissons maintenant une notion différente mais voisine.

Définition 3.4 Soient I un intervalle de R, f et g deuz fonctions de I dans R. Soit xo un élément
de I ou une borne de I. On note

f(z) ~r—x g(x),

et on dit que f(x) est équivalent & g(z), si il existe une fonctionn : I — R telle que f(x) = n(x)g(x)
et limg ., n(z) = 1.

Dans tous les cas intéressants, la fonction g ne s’annulera pas au voisinage de g, et pour x
he de g la foncti écessai donné =I5 p :
assez proche de x( la fonction 7 sera nécessairement donnée par n(x) = () - Dans ce cas on a :

_ f(2)
@) ~oowo 9(@) < lim s
La définition 3.4 se généralise au cas ou x¢g = Fo00, si c’est une borne de I. En pratique on
précise explicitement la valeur de z¢ au voisinage de laquelle on travaille, et on écrit f(z) ~ g(x)
au lieu de f(x) ~y_ 4, g(x). Bien évidemment cette notion d’équivalence n’a rien & voir avec celle
notée <. Elle est liée a la notation o :

f(@) ~ g(z) & f(z) = g(z) +o(g()).

48



Dans cette derniére relation, comme dans toute la suite, on voit qu’on peut faire intervenir la
notation o(g(z)) au sein de n’importe quelle expression. C’est cette maniabilité, trés pratique, qui
rend cette notation o aussi utile. Bien évidemment, g(x)+o(g(x)) désigne une fonction de la forme
g(x) + h(z), avec h telle que h(z) = o(g(x)).

Exemples

1) Quand z tend vers 0, on a 22 + 2% ~ 2%, et 2% + 1 ~ 2% pour tout a < 0. On a aussi e® ~ 1.
2) Quand z tend vers 400, on a 513 + 222 — x + 1 ~ 52°. Plus généralement, pour tout polynome
P(X)=agX%+ ...+ a1X + ag avec ag # 0, on a P(x) ~ agz? quand x — +oo (et aussi quand
x — —oo). Toutefois, P(z) n’est pas équivalent & z¢ (sauf bien siir si ag = 1).

3) Quand z tend vers 400, on a 5e* + 312 ~ 5e® par croissance comparée.

L’intérét de la notion d’équivalent est de pouvoir remplacer une fonction f par une fonction
g plus simple telle que f/g tende vers 1, c’est-a-dire telle qu’en gros f(z) et g(x) aient la méme
taille. Les équivalents se comportent bien par relations multiplicatives : si fi(x) ~ g1(z) alors on
a:
(f1(@))* ~ (g1(x))" pour tout a € R

a condition que cela ait un sens (on suppose notamment f;(z) et g1(z) non nuls si a est un entier
strictement négatif, voire strictement positifs si a est un réel non entier). En prenant a = —1 et

a=1/2 on a donc :
1 1
@ mm ¢ VRO Ve:

On peut aussi faire des produits et des quotients : si f1(z) ~ g1(z) et fa(x) ~ g2(x), alors on a :

filz)  qi(=)
fz(x) 92(210)'

fi(x) fa(z) ~ g1 (2)g2(z) et

La notation ~ est une relation d’équivalence car elle est :

- Symétrique : si f(z) ~ g(x) alors g(x) ~ f(z).

- Réflexive : on a toujours f(z) ~ f(x).

- Transitive : si f(x) ~ g(z) et g(x) ~ h(x) alors f(z) ~ h(x).

Elle est compatible avec la notation o au sens suivant : si f(z) = o(g(z)) et g(x) ~ g1(x), alors
f(z) = o(g1(x)). De méme, si f(x) = o(g(x)) et f(x) ~ f1(z), alors f1(z) = o(g(z)). Enfin elle est
reliée & la notion de limite : pour un réel £ non nul, on a :

f(z) ~L< lim ={.
Tr—rTo
11 faut faire attention au fait que f(z) ~ 0 signifierait que f est identiquement nulle au voisinage
de 0 : en pratique on ne rencontre jamais cette notation.

Terminons par une double mise en garde. Tout d’abord, les équivalents ne s’additionnent pas.
Autrement dit, le fait d’avoir fi(x) ~ g1(z) et fo(z) ~ go(x) n’implique pas fi(x) + fa(z) ~
g1(2) + g2(z). Par exemple, quand x — +o00 on a 2% +z ~ 22+ 5z et —2? ~ —2?; en additionnant
membre 4 membre on trouverait & ~ 5z ce qui est faux.

La deuxiéme mise en garde est que les équivalents ne se composent pas. Autrement dit, le fait
d’avoir f(x) ~ g(x) n’implique pas ¢(f(z)) ~ ¢(g(x)) avec une fonction ¢ (méme continue). Par

exemple on a x + 1 ~ x quand = — o0, mais exp(z + 1) n’est pas équivalent & exp(z) puisque
exp(xz+1)

exp(z) = € e tend pas vers 1.

3.4 Formule de Taylor-Young

Soient I un intervalle ouvert de R, n un entier naturel et a € I.
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Théoréme 3.5 Théoreme de Taylor-Young (a l'ordre n).
Soit f : I — R une fonction de classe C™ sur I. Alors quand x tend vers a on a :

Z f“” (@) +o((z — a)"). (3.1)

k=0

Nous remarquons tout d’abord que si la fonction f est C**! sur I, nous pouvons appliquer
I'inégalité de Taylor-Lagrange. Il existe alors M > 0 tel que sur un voisinage de a on ait :

(z x—a|v!

n *a)k ‘
7@ = f@) = 3 S @l s My

Ainsi

[ f(@) = f@) =S5, 5 D) _ |z —al
|z — al™ -~ (n+ 1)V

et donc le quotient

f(@) = fla) = S5, Coa y0) (q)

(z —a)"

e(r) =

tend bien vers 0 quand z tend vers a.

Preuve. Sin = 0 nous posons e(x) = f(x) — f(a) qui tend bien vers 0 quand z tend vers a car
f est continue par hypothése. Supposons maintenant que n > 1 et comme ci-dessus posons

fla) = fla) = Yp_, Bzl p)(q)

(z —a)"

e(x) =

pour tout « € I et © # a. Nous cherchons donc & montrer que e(z) — 0 lorsque * — a. Nous
supposons que f™(a) = 0. (On peut toujours se ramener a ce cas en posant g(x) = f(z) —
f (”)( ) i a) .) D’aprés la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral écrite a Uordre n — 1
nous avons

(@) = Sy B £ P () 1 ) / @ =" gy g

(x —a)™ _(x—a" (n—1)!
Or f(™(a) = 0 et comme f(™) est continue par hypothése, f(™(t) — 0 lorsque t — a donc
Va>0 In>0 [t—al<n = |f™ ()| <a.

Donc pour tout z tel que |z — a| < 7 alors tout ¢ € [a, x] vérifie |t — a| < 7 et donc | (t)] < a.
Ainsi nous obtenons pour tout z €la —n, a + 1] :

[ ﬂw>MSLwﬂf§;WWmﬁfalazfg;ﬁ

T —t)n L (x —a)”
/a (n—1)! dt = n!

Or
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donc la fonction € vérifie :

ce qui signifie bien que e(x) — 0 lorsque x — a. o

Exemples et Remarques

1. Calcul de limite.

Connaissant les dérivées successives des fonctions sin et cos, on peut appliquer la formule
de Taylor-Young & l'ordre 5 en 0 ce qui donne :

3 b
sin(x) *xf§+§+o(:c )
1'2 x4 3 5
cos(z) =1— 5 + il + 0z° + o(z”)

Nous en déduisons par exemple la limite suivante, lorsque z — 0 :

zcos(x) —sin(x)  —1
- —.
a3 3
De méme
x cos(x) — sin(z) + L; 1
4) R
x® 30

lorsque x — 0.
2. Minimum ou maximum local.

Soit f une fonction C? sur un intervalle ouvert I et soit a € I. Supposons que f’(a) = 0 et
f"(a) > 0. Alors nous pouvons démontrer que a est un minimum local pour la fonction f.
En effet, appliquons la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 en « :

1)~ f(a) = = T 4 o((e —ap?),
Ainsi
f(l'): f(;l) _ *f//(a) + 0(1)
(x—a)
donc
f(x)_f(a) 1 //a
a0

quand ¢ — 0, et comme f”(a) > 0, f(z) — f(a) > 0 quand x est proche de a (z # a) : le
point a est bien un minimum local de f.

o1
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Chapitre

Développements limités

4.1 Définition et exemples
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R contenant 0 et soit n € N.

Définition 4.1 Développement limité en 0 a 'ordre n.
La fonction f posséde un développement limité & l'ordre m en 0 si et seulement si il existe
(ag, a1, ..., an) € R tels que, quand x — 0 :

flz) = Z ap z* + o(z™). (4.1)
k=0

Le polynéme
n
3 0t
k=0

s’appelle le développement limité de f en 0 a l'ordre n.

Exemples et Remarques
1. Posons f(z) =z — 2% + 2% —23In(x + 1)
alors f posséde un développement limité a ’ordre 3 en O.
2. Posons f(x) =z — 2 + 23 — 23 In(z)

alors f posséde un développement limité a ’ordre 2 en 0.

n 1 7I’n+1
3. Nous savons que Z zk = —{_, Pour tout x # 1.
k=0 -t
Ainsi
1 — 93 —
— C n _ C n
1iz—kz_ox +z 1*55_;_096 + o(z™). (4.2)

Cette formule donne un développement limité de la fonction z — 2= & I'ordre n en 0.

4. On remplace x par —x? dans I'exemple précédent, on obtient alors :

1 - (_1')2 _ i(_l)k .’132k +0(x2n) (43)

k=0 k=0

ce qui donne un développement limité de la fonction x +— H% en 0 & 'ordre 2n.
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5. Si f est C™ sur un intervalle ouvert contenant 0 alors d’aprés la formule de Taylor-Young,
f posséde un developpement limité a ’ordre n en O :

®) (0
fla )+ Z f + o(z™). (4.4)

4.2 Unicité du développement limité

Proposition 4.2 Si f est une fonctzon pour laquelle il existe deum (n + 1)-uplets (ag, a1, ..., an)

et (b, b1, ...,bn) vérifiant : f(x Zakx +o(z") et f(z Zbkx +o(z™), alors :

(ap, a1y ...y an) = (bo, by, ...bp).

Preuve. Suposons qu’il existe au moins un entier k € {0, 1,..n} tel que ay # by et notons i le
plus petit. Faisant la soustraction des deux égalités précédentes, nous obtenons :

f(@) = f(x) = (ai = bi) $+Z (a — be) «* + o(z™). (4.5)

k=i+1

Ainsi en divisant I’égalité par x’ et en placant le terme a; — b; & gauche, nous obtenons :

n

b, —a; = Z (ar — bg) 2kt o(z" 7). (4.6)
k=i+1

En faisant tendre x vers 0 nous obtenons bien que b; — a; = 0 ce qui est contradictoire avec
I’hypothése. o

Les deux propositions qui suivent sont des conséquences directes de la proposition 4.2.

n
Proposition 4.3 Si une fonction f admet Zak z* comme développement limité en 0 & lordre

k=0
p

n, alors elle admet un développement limité a tout ordre p si p < n de la forme Z ap "
k=0
n
Proposition 4.4 Si une fonction f admet P(x) = Zak z* comme développement limité en 0 o

k=0
l’ordre n alors :

- si f est paire, P ne contient que des puissances paires de x
- si f est impaire, P ne contient que des puissances impaires de x.

Preuve. Ecrivons f sous la forme : f(x Z apz® + o0 x™). Si f est paire alors pour tout x de

I, f(—z) = f(z) ie. f(x)— f(—z)=0cet donc

0="> (ar— (=1)* ar)z* + o(z") (4.7)

k=0

car o((—xz)") = o((—1)"2™) = o(a™). Par unicité du développement limité de la fonction nulle
nous obtenons que ax — (—1)* a = 0 pour tout k, ce qui implique a; = 0 si k est impair.

De méme si f est impaire alors pour tout = de I on a f(—xz) = —f(z), et en reprenant les
mémes arguments nous obtenons que aj + (—1)k ar = 0, ce qui prouve que ar = 0 lorsque k est
pair. o
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4.3 Développement limité et dérivabilité

Nous montrons dans les propositions qui suivent que les deux premiers termes d’un dévelop-
pement limité, lorsqu’ils existent, correspondent a la valeur de la fonction en 0 et a la valeur de
sa dérivée en 0.

Proposition 4.5 Une fonction f posséde une limite | en 0 si et seulement si elle posséde un
développement limité a ’ordre 0 en 0.

Preuve. Si f(z) — [ quand z — 0 alors posant e(z) = f(z)—I, nous avons bien que f(z) = I+e(x)
avec £(x) — 0 quand = — 0, c’est-a-dire f(z) =1+ o(1).

Réciproquement, si f(z) = ag + o(1) alors f(x) tend vers ap quand z tend vers 0. o

Proposition 4.6 Une fonction [ est dérivable en 0 si et seulement si elle posséde un développe-
ment limité d’ordre 1 en 0.

Preuve. Si f est dérivable en 0 alors le taux d’accroissement de f en 0 admet f’(0) comme
— f(0

w — f(0) pour tout z € I, z # 0, et £(0) = 0 on obtient

bien que e(x) — 0 quand z — 0. Ainsi f posséde bien un développement limité a 'ordre 1 :

f(@) = f(0) + f/(0)x + ze(z) = f(0) + f/(0)x + o(z) quand z — 0.

Réciproquement, si f posséde un développement limité en 0 & ordre 1, alors f(x) = ag +
a1z + o(z) quand x — 0. Alors f(0) = ao et le taux d’accroissement de f en 0 vérifie :

f(x) —ag

dérivable en 0 et que sa dérivée vaut a;. o

limite. Donc si l'on pose e(z) =

= a1 4+ o(1) donc il posséde a; comme limite quand 2z — 0. Cela signifie que f est

En revanche une fonction f possédant un développement limité d’un ordre strictement plus
grand que 1 n’est pas nécessairement C'. Par exemple la fonction f définie par f(x) = 1 + 2% +
z* sin % s'écrit f(z) = 1+ 2° + o(2®) donc posséde bien un développement limité & I'ordre 3 en 0
mais, calculant sa dérivée f’ pour tout x # 0, nous obtenons f'(x) = 322 + 422 sin % — 3 cos %

qui n’a pas de limite en 0 : f/ n’a donc pas de limite en 0 et ne peut donc pas étre continue en 0.

4.4 Développements limités a connaitre.

Les fonctions ci-dessous, dites élémentaires, sont celles dont il faut connaitre par coeur les
développements limités en 0 (ou au moins savoir les retrouver rapidement). Elles sont de classe C*,
donc leur développement limité découle de la formule de Taylor-Young. Nous verrons par la suite
comment établir les développements limités de fonctions composées de ces fonctions élémentaires.
Dans tous ces exemples, = tend vers 0.
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= 14z4+22+23+ .. +2" +o(z")

1—=x
= Zxk + o(z")
k=0
e’ = 1+m+lx2+lm3+ —&-lx"—i—o(:v”)
B 2! 3! T onl
: _ 1 3 1 5 n 2n+1 2n+1
" 1
— -1 k 2k+1 2n+1
kzzo( P arroi s o)
cos(z) = 1-— l:1:2 + l9:4 +...+ (71)"L 2 4 o(z*™)
N 2! 4! (2n)!
= 1
_ _1)k 2k 2n
> (1) g + o™
ala—1 ala—1)(a—2)..(a—n+1
1+x)* = 1+ax+%12+...+ ( I n') ( )x"Jro(x”)
- —(a=2).(a—k+1
= 1+ afa—1)(@ k:') (@ + )xk—&—o(x”).
k=1 ’

4.5 Opérations sur les développements limités

Nous proposons ici une liste de techniques permettant de calculer efficacement (lorsque c’est
possible) le développement limité d’une fonction.

Proposition 4.7 (Somme)

Soient [ et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I de R contenant O et admettant
les développements limités en 0 a l'ordre n suivants :

f(x) = P(x) + o(z™) et g(x) = Q(z) + o(z™) ot P et Q sont des fonctions polynomiales de
degré inférieur ou égale a n.

Alors la fonction f + g admet un développement limité a l'ordre n qui s’écrit :

f(@) + g(x) = P(x) + Q(z) + o(z").

Proposition 4.8 (Produit)

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I de R contenant 0 et admettant
les développements limités en O a l’ordre n suivants :

f(z) = P(x) + o(z™) et g(x) = Q(z) + o(z™) o P et Q sont des fonctions polynomiales de
degré inférieur ou égale a n.

Alors la fonction f g admet un développement limité a ordre n qui s’écrit :

f(@) g(x) = R(x) + o(z")

ot la fonction R s’obtient en ne gardant dans le produit P(x)Q(x) que les termes de degré inférieur
ou égal a n.

56



Preuve.

Pour la somme : en additionnant f(x) et g(z) nous obtenons immédiatement le résultat, car
o(z™) + o(z™) = o(x™).

Pour le produit : en effectuant le produit f(z)g(z) nous obtenons : f(x)g(x) = P(z)Q(x) +
P(z)o(z™) + Q(x)o(x™) + o(x™)o(x™). Chacun des trois derniers termes est un o(xz™) donc leur
somme aussi, ce qui donne f(z)g(x) = P(x)Q(x) 4+ o(z™). Enfin on a P(z)Q(z) = R(x) + o(x™)
puisque arpz® = o(x™) pour tout k > n (rappelons qu’ici z tend vers 0). On a donc f(z)g(x) =
R(x)+ o(z™), et R est un polyndome de degré au plus n, donc il s’agit du développement limité de
la fonction f g a ’ordre n en 0. o

Proposition 4.9 (Composition) Soient f et u deuz fonctions possédant un développement limité
d’ordre n en 0 : f(x) = P(z) + o(z™) et u(x) = Q(z) + o(z™) ot P et Q sont des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égale a n, avec Q(0) = 0. Alors la fonction f owu admet un
développement limité a lordre n qui s’écrit :

f(u(x)) = R(zx) + o(z")

ot la fonction R s’obtient en ne gardant dans la composée P(Q(x)) que les termes de degré inférieur
ou égal a n.

Exemples et Remarques
En 0 les fonctions sin et cos possédent un développement limité a tout ordre (et donc a 'ordre
4):
3 2 4

. 4 4
=z — — + =1 .
ST X 6 O(.’JS ), COoS T D) o O(ZC )

1. Ainsi la somme a pour développement limité en 0 & 'ordre 4 :

3 .’L’2 33'4

i —a_ T 4 _r_ = 4
sinz + cosxz = 6+0(x)+1 2—|—24—|—0(x)
ce qui donne
2 43 a4 A
i =ltr-—— -2 4T .
sinx + cos x +x 5 5 +24+0(x)
2. Le produit
x3 4 z?2 a2t 4
(sinz) (cosz) = (z — 5 +o(z*)) (1 — 5 + o + o(z*))
donne en développant :
. L 105 4 2 3 4
(sinz) (cosz) =z + (—5 - 6):17 +o(z*) =z — 3% + o(z*).

3. La composée cos(sin x) s’écrit quand z tend vers 0 :
1 3 23
. (™ 4\\2
cos(sin(z)) 5 (x : +o(z%)* + 21 5
Or en développant chacun des termes on a :

3

1
(x — % +o(z*))? =22 — §x4 + o(z)
23
(2= 5+ o)t =o* +ofa?)
ce qui donne :
: _ Lo 14 L4 4y _ L o, 5 4 4
cos(sin(x)) =1 2(9: 3x)+24x +o(z*) =1 5% +24:c + o(z*).
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Proposition 4.10 Si une fonction u posséde un développement limité en 0 a ['ordre n, noté

o
1—u(x)

u(z) = P(x)+o(z™), et siu(0) =0, alors le quotient possede un développement limité a

lordre n en 0.

Preuve. Il suffit de remarquer que la fonction x +— est la composée de la fonction

b
1—u(x)

1 n
et de la fonction u. Or | = E z¥ 4 o(z™), donc le développement limité de la
—x —x
k=0

T +—
1

1
fonction z — T—ulo) est constitué des termes de Y ,_, P(z)" de degré inférieur ou égal a n. ©
—u(z

f(=)
g(x)’
lorsqu’il existe. En effet, quitte a diviser f(z) et g(x) par g(0) # 0, on peut supposer g(0) = 1.
On applique alors la proposition 4.10 avec u(z) = 1 — g(x) (de telle sorte que 1 — u(x) = g(z) et

u(0) = 0), puis on calcule le développement limité du produit f - %.

Ce résultat permet de calculer le développement limité d'un quotient de deux fonctions

Exemples et Remarques

1. Calcul du développement limité de en 0 al'ordre 5. On acosz =1— ’”—22 + % +o(z")

cosx
donc
1 1
= 2 1
COS T 1_(%_% _0(x5))
Or 2 4 2
r_r 5))2 — 2 5
(5~ 51— ola®) = (50 + ola”)
et ) A
rm T 5\N\3 _ (.5
(&~ o ola®))* = ola?)
don 1 1 11 1 5
=14 =22 Nl By 14 g2 2 4 5Y.
cosz _ LTam gt paibele?) =1agata gpat + o)
2. On peut en déduire le développement de tanx = (S:g;i = (sinx) - ?1(96) en 0 a lordre 5 : il
suffit de faire le produit des deux développements,
3 1 1 5
tanx = (x — % + 150 2° + o(x")) (1 + B x? + ﬂx‘l + o(z)),

et on obtient

1 2
tanx = x + §x3+ Ex5 + o(z).

Proposition 4.11 Intégration des développements limités
Soient I un intervalle de R contenant 0, et f : I — R wune fonction continue possédant un
n

développement limité en 0 a l'ordre n € N qui vaut Z apz®. Alors toute primitive F de f
k=0

n
admet alors un développement limité en 0 o lordre n + 1 qui vaut F(0) + Z C:fl zF L.
k=0

k

Preuve. Démontrons tout d’abord que si €g est une fonction continue sur I et vérifie lim, g o(z) =

xT
0 alors / t"eo(t) dt = 2" gy () avec e1(2) — 0 lorsque x — 0. En effet si gq(z) — 0 lorsque 2 —
0

0 alors Ve > 0 il existe & € Ry tel que |2| < @ = |eg(x)| < e. Donc |/ t"eo(t) dt] < / et dt
0 0
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n+1

.
pour tout |z| < «. Donc, en intégrant le terme a droite de l'inégalité, |/ t"eo(t) dt| < e
0 ) "
e /0 " eo(t) dt
tend vers 0 quand « tend vers 0. Ainsi écrivant la fonction f comme : f(z) = P(x) + 2™ ¢(z) on
conclut que le développement limité de toute primitive F' de f est une primitive de P, et ceci a
lordre n + 1. o

n+1

pour tout |z| < «. Cela signifie bien, d’aprés la définition de la limite, que e (x) =

Exemples et Remarques

1. En intégrant le développement limité de en 0 a 'ordre n on trouve que

22 23 Zntl
In(1 =z— =+ =+..+(-D)" n.
B4 2) =2 = T Tk (1) 0@
2. En intégrant le développement limité de pe en 0 & ’'ordre 2n on trouve que
x
SCS 565 z2n+1
t =r——+—4 ..+ (=" Ity
arctans =z — - + = + +(-1) 271_‘_14—0(1: )
1 2 « .
3. Onaﬁ:(l—m )" avec @ = —1/2 ce qui donne
-
1 - 771'773""'172% 2\k 2 - 1-3:5-...-(2k—1) o 2
=> (=2*) +o((—a*)") = = fo(z™").
| k|
V11— x2 o k! o 2k k!

On peut multiplier le numérateur et le dénominateur par 2 -4 -6 - ... - (2k) = 2Fk! pour
obtenir I'expression suivante, qui est plus agréable :

1 — (2K)! o 2n
= E s to(z™).
V1—a? = 2%k

En intégrant on obtient :

. “(2k)! xR 1 3
arcsinz = Z 2(2]%)'2 TR o(x® ) =2 + Ex?’ + Ex‘r’ + o(x%).
k=0 ’

4. Si f est une fonction C' et que l'on sait que sa dérivée posséde un développement limité
a lordre n — 1 en 0, on peut déduire le développement limité de f' de celui de f, f(z) =
P(x) + o(z™) en dérivant le déveleppement de f : f'(z) = P'(z) + o(z™1).

Les développements limités de In(1+x) et arctan 2 obtenus ici sont & connaitre par cceur (pour
le second il peut suffire de savoir le retrouver trés rapidement).

4.6 Applications des développements limités au calcul de li-
mites

Une utilisation trés courante des développements limités est la recherche de limite.
sinx, 1
)=Z : On remarque que

Calculons par exemple lim (
z—0

: 2
sin x

=1-"+2%c(a).

. 6+x e(z)
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2 2

. -
(0] (smx)x% = e32 MO +0(=*) ot sachant que In(1 — % +o(z?)) = —% + o(z?) on en déduit
x
o 1i (sinx)%2 _ 1
ave Jim ()P =k

Plus généralement, si on dispose d’un développement limité de f(z) alors on peut trouver un
équivalent simple de f(z) en ne gardant que le premier terme. Par exemple on a e = 1+ = +
%xZ + o(x?) quand x — 0; le premier terme donne e* ~ 1. On pourrait écrire e® ~ 1 + x, ce qui
serait vrai aussi, mais c’est fortement déconseillé car on a aussi e* ~ 1 — 5z et e* ~ 1+ Tz par
exemple, et plus généralement e* ~ 1 4 ¢(x) pour toute fonction ¢ telle que lim,_,ge(z) = 0.

Le développement limité e* = 1 + x + %xz + o(2?) quand * — 0 donne aussi ¥ — 1 =
T+ 3z + o(af), d’'ott € — 1 ~ z. On en déduit de méme que e® — 1 —z = 1z% + o(2?), d'on
e —1—xn~ 122

5:6.

4.7 Applications des développements limités a 1’étude locale

des graphes de fonctions : équation de tangente et posi-
tion relative du graphe et de sa tangente.

Soient zg € R et f une fonction dérivable en xg. Alors le graphe de f posséde une tangente
(non verticale) en g qui a pour équation :

y = f'(z0) (x — x0) + f(20).

Ainsi, si 'on suppose que xg = 0 et que f est dérivable en 0, alors f posséde un développement
limité en 0 & lordre au moins 1 qui s’écrit : f(x) = ap + a1« + o(x). L’équation de la tangente
est alors y = ag + a1 = et la position relative du graphe de f et de la tangente est donnée par le
signe de la différence : f(x) — (ap+ a1 x). Ainsi, si f posséde un développement limité en 0 d’ordre
supérieur ou égale a 2, et si ap, p > 1, est le premier terme non nul du développement limité de
f(z) = (ap + a1 ), alors le signe de

f(z) — (ap + a1 ) = ap P + o(z?)
dépend de celui de a,, et de la parité ou non de p. En effet

lim f(z) — (a0 + a1 ) =ap
z—0 xP

et donc est du signe de a,. Ainsi lorsque p est pair, si a, > 0 alors la courbe représentant le graphe
de f est au-dessus de la tangente en 0, mais si a, < 0 la courbe est en-dessous de la tangente en
0. Lorsque p est impair la courbe traverse la tangente en 0 : on dit que 0 est un point d’inflexion.
Si ap > 0 la courbe est en-dessous de la tangente pour z < 0 puis passe au-dessous lorsque = > 0.
C’est I'inverse si a,, < 0 : la courbe étant au-dessus pour x < 0 puis au-dessus pour = > 0.

Exemples et Remarques

1. Le développement de sinx en 0 est :
3
sine =z — % + o(z?)

donc I'équation de la tangente de la fonction sin en 0 est y = x et 0 est un point d’inflexion,
la courbe est au-dessus de la tangente si x < 0 mais en-dessous pour x > 0, car

. sinz —=x 1
lim ————— = ——.
x—0 Ig 6
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2. 1l en est de méme pour la fonction arctan x car

1’3

arctane = — —- + o(z%).

3. Le développement de In(z + 1) en 0 est :

2

In(l+z)=x- % + o(z?).

Ainsi comme

lim 71n(1 —l—;r) —r 1
z—0 T 2

alors la courbe reste en-dessous de la tangente qui a pour équation y = x.

4.8 Développement limité en zj, € R, pas nécessairement 0.

Rechercher un développement limité d’une fonction f en un point zy € R revient, en posant
x = xg + h, & rechercher un développement limité de la fonction h — f(xg + h) en h = 0. En
effet x — xg lorsque h — 0 : il suffit donc de faire le changement de variable z = xg + h dans
Pexpression f(z) pour se ramener a une étude de développement limité en 0.

Exemples et Remarques

1
1. Recherchons le développement limité & ’ordre 3 de la fonction z — — en x = 1. Posons

x
1 1
alors z = h 4 1, ainsi o= 5 Nous connaissons le développement limité de T en
h =0,
1
—— =1-h+h?>—h*+o(h?).
Th + + o(h?)

Donc on déduit que L =1—(z—1)+ (z—1)* — (z — 1)* + o((z — 1)?) est le développement
limité de = — % en z =1 a l'ordre 3.

2. Recherchons le développement limité de la fonction z +— /2 + x en x = 2 a 'ordre 3. Tout
d’abord nous vérifions que cette fonction est bien définie sur | — 2, +o00[ donc au voisinage

/ h
de z = 2. Posons x = 2+ h, ainsi vV2+x = vV4+h. Or V4d+h=2 1—1—5 et comme

/ h
% — 0 lorsque z — 2, faisons un développement limité de {/1 + 5 enh=0:

1 h

N RTINS PSP LA S
Ly =tt3a G VG TG VG -2E) elh)
et donc
VIh=2(1+ L P ey
N 22 = 95 " 3.gr PO

Nous en déduisons donc que le développement limité de x — /2 +x en x = 2 est :

T — r—2)2  (z-2)° f
24 22—( 242) +(3'226) +o((z —2)%).
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4.9 Recherche d’asymptote.

Définition 4.12 Soient ag et ay deux réels, et f une fonction définie au voisinage de l'infini. On
dit que la droite d’équation y = agx + a1 est asymptote en 400 (resp. en —o0) au graphe de f si
f(z) — (apxz +a1) = 0 lorsque x — 400 (resp. © — —00) .

Exemples et Remarques

1. S’il existe un point a de R tel que lim,_,,~ f(z) = oo (resp. lim,_,,+ f(z) = fo0) alors
on dit que la droite d’équation & = a est une asymptote (verticale) au graphe de f lorsque
x — a~ (resp. * — a™), le graphe étant a gauche de la droite d’équation z = a (resp. a
droite).

2. Si une fonction f est telle que f(z) — (agx + a1) — 0 lorsque & — +oo alors nous pouvons
écrire f(x) = apx + a1 + o(1). La position du graphe de f en +oo par rapport a son
asymptote se déduit du signe de f(z)— (ag x+a1). Ainsi il existe des réels ag, a1, a, (avec

a 1
p>1)tels que f(z) =agx + a1 + —1; + 0(7) alors I'asymptote au graphe de f en +oco est

T T
la droite d’équation y = ag x + a; et le graphe de f est au-dessus de cette droite si a, > 0,
et en-dessous si a, < 0. En effet on a f(2) — (apx + a1) ~ 25 si a, # 0; cela montre que
si x est assez proche de 0 alors f(z) — (apx + a1) est du méme signe que Z—‘; (puisque le
quotient de ces deux quantités tend vers 1 quand x tend vers +oo, il est strictement positif
pour z assez grand).

23

rz—1

3. Etudions la fonction f(z) = quand z — +o0. En factorisant le numérateur on a :

3 1
=z
z—1 1-1

xT

1
car Va? = |z| = . En posant u = — et remarquant que lorsque © — 400, u — 0 nous
x

déduisons que

1 1
17%=(1—u)_%=1+QU+§u2+0(u2)
Donc
3 1 1
fr— 1 —_— —
r—1 z( +2a:+8 2+O(Jc2))
d’ot1, pour x au voisinage de +o00 :
1 3 1

Donc le graphe de f posséde une asymptote d’équation y = x +% et le graphe est au-dessus
de 'asymptote car % > 0.

31
4. Etudions la fonction f(z) = ;7“ quand x — —oo. On écrit que :
-1 21— %) 1-%
2 =2 Ty z ( 1 )-
2 +1 22(1+ -5) 1+ %

Posant u = % et vérifiant que lorsque © — —oo, u — 0, nous effectuons un développement

1— 3
limité en 0 du quotient :
1+ u?
1—w =1 —-u*)(1—u?+o(u?) =1—1u*+o(u?)
1+ u? '



Ainsi lorsque x est au voisinage de —oo on a :

f(:v):m(lf%+o(%)):x72+o(%).

1

Donc y = x est I'équation de Pasymptote au graphe de f lorsque x — —o0, et comme —

est alors positif, le graphe est situé au-dessus de la droite.
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Chapitre

Equations différentielles linéaires

5.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Il s’agit des équations du type
Ft) = a(h.f(t) +bt), tel, (E)

ott I est un intervalle et a,b € C°(I,R) des fonctions continues de I dans R; I'inconnue est la
fonction f € C1(I,R). Résoudre (FE), c’est donner toutes les fonctions f € C!(I,R) (c’est-a-
dire de classe C! sur I) telles que

Viel, f'(t) = a(t).f(t) + b(t).

L’équation (E) est dite « différentielle » car elle porte sur une fonction inconnue f et ses
dérivées; elle est dite d’« ordre 1 » car seule sa dérivée du premier ordre apparait dans ’équation
(et pas la dérivée seconde f”| ni la dérivée troisiéme [/, ...).

Elle est « linéaire » car elle posséde la propriété remarquable suivante lorsque b est la fonction
nulle : si f, g sont solutions de I’équation (E) alors pour tout A, u € R, Af + pg est aussi solution.
Plus précisément, ’application qui & f associe la fonction f' — af est linéaire, et résoudre (F)
revient a chercher son noyau (si b(t) = 0 pour tout t) ou les antécédents de b par cette application
(dans le cas général).

Pour toute la suite de ce chapitre nous appellerons y (au lieu de f) la fonction inconnue, et
nous noterons y’ sa dérivée par rapport & la variable ¢ réelle.

Un premier exemple : on sait que pour a, A € R, la fonction I — R, t — \e* posséde a A e
pour dérivée et est donc solution de I’équation différentielle du premier ordre

y = ay, tel. (5.1)

Dans ce qui suit nous donnons une méthode générale pour résoudre (E).

5.1.1 Equations différentielles linéaires homogénes d’ordre 1

Il s’agit des équations précédentes avec b identiquement nulle, i.e. des équations du type
y'(t) = at)y), tel, (Eo)
d’inconnue y € C1(I,R), avec a € C°(I,R) donnée.
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Proposition 5.1 Soient I un intervalle de R et a € C°(I,R). Notons A une primitive quelconque
de a sur I. Alors y € C*(I,R) est solution de (Ey) si et seulement si il existe X\ € R tel que pour
tout t € I, y(t) = X\eA®). Autrement dit, Uensemble Sy des solutions de (Ey) est donné par

Sy = {y:I—>R, t s AeAW® )\GR}.

Preuve.

“3" Soit A€ Rety: T =R, t— X ou A est une primitive de a sur I. Alors A, et donc

y, est de classe C!(I,R) et on a de plus
Viel, yt) = A®Xer® = la(t).eAD = a(t).y(t)

donc y € Sp.

“C” Siy € CHI,R) est solution de (Ey), alors

Viel, yt)—alt)yt) =0 = Viel, y{t)e D —a(t)yt)e4® =0

xe—At)
= Vtel, (yefA)/(t) =0
—  JAeR,Vtel, yit)e M = A
INER, VEel, yt) = A,

x eA(t)

Exemples et Remarques

1.

Toutes les solutions de I’équation homogene (Eg) sont donc multiples d’une solution ne
s’annulant jamais, a savoir ¢ — e,

. Dans le cas ou a(t) = a € R est une constante, on a en particulier

{yeCl(I,R), Y =ay} = {y: I =R, t—Xe"; NeR} .

3. Lafonction a étant continue sur I, elle admet bien des primitives sur I ; elles sont de classe C*.

Le fait que I soit un intervalle est trés important. Si 'on résout (Eg) sur une union d’in-
tervalles disjoints, il faut alors considérer une constante différente A pour chacun de ces
intervalles. Résolvons par exemple :

1
y':Ey, t e R*.

La fonction a donnée par a(t) = 1 est C° sur | — oo, 0[U]J0, +oo[. Ainsi I'ensemble des

solutions de cette équation est ’ensemble des fonctions de la forme

PN Mt sit<O
Aot sit>0

ol A1 et Ao sont deux constantes réelles. On remarque qu’il existe, parmi ces solutions, des
fonctions qui sont prolongeables par continuité en 0 et donc C° sur R tout entier : ce sont
celles pour lesquelles Ay = Ao

Autre exemple :

Existe-t-il parmi les solutions, des fonctions qui soient C° sur R tout entier ?
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5.1.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 avec second membre

Il s’agit des équations annoncées au début de cette section et de la forme
y'(t) = a(t)y(t) + b)), tel, aveca,becC'(I,R) (E)

qui s’écrivent, encore

y'(t) —alt)ylt) = b(t) , tel, aveca,beCI,R). (E)
—_— ~—~
membre dépendant de y second membre

Proposition 5.2 Siy; € C1(I,R) est une solution de (E), alors ’ensemble S des solutions de
(E) est donné par

= {yo + y1 ; yo solution de (Ey)} =: y1 + So
ot (Ey) est l’équation homogéne asociée o (E) : y'(t) = a(t).y(t), t € I (Ep).

Preuve.
“57 iy = g1+ o, alors /(1) = ¥4 () + yh() = a()-yn () + b(t) + a(t)-yo(t) = a(t)-y(t) + b(t)
pour tout ¢ € I donc y est solution.

“C” Siy est solution de (E), alors

Vtel, y(t) —alt)ylt) = b(t) = yi(t) — a(t)y(t)
donc (y—uy1)'(t) —a(t)(y—y1)(t) = 0 sur I i.e. y—y; est solution de (Eg) et il existe yo € Sy
telle que y — y1 = yo-
o

On vient donc de démontrer que si I’on connait une solution particuliére de I’équation diffé-
rentielle (E), alors on en déduit toutes ses solutions en résolvant I’équation homogeéne associée (Eg).

Méthode de variation de la constante

On montre maintenant que I’équation différentielle (F) admet toujours des solutions ; on donne
en méme temps une méthode pour les déterminer.

Considérons I'équation (E) et cherchons une solution sous la forme y; : t — A(t).e®) ou A est
une primitive de a sur I et A € C}(I,R) est une fonction a déterminer !. On a alors

a(t).y1(t) + b(t )
+a(t)A(t).er = a(t)\(t)eA® +b(t)

b(t)

b(t)e™ A(t)

Pour que y; soit solution de (F), il suffit donc (et c’est aussi nécessaire) de prendre pour A une

primitive de la fonction ¢ — b(t)e=4®) de classe C°(I,R). Une telle fonction \ existe bien, et est
de classe C! sur I.

y1 est solution de (E) ssi Vtel, yi(t
ssi Vtel, N(t
ssi Viel, N(t
ssi Vtel, N(t

GA)

QA

)
)-
)-
) =

Exemples et Remarques

1. Pour résoudre (E), on procéde souvent comme suit :
— On résout ’équation différentielle homogene associée (Ey).
— On cherche une solution particuliére y;. Pour cela, on peut essayer de trouver une
solution « évidente » grice & son intuition; on utilise sinon la méthode de variation de
la constante.

1. D’ou le nom de « variation de la constante » : on remplace la constante A des solutions de ’équation homogéne
associée (Eg) par une fonction A(t).
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— On a finalement
S = {y1 + vo, Yo solution de (Ey)} .

2. Si a est identiquement nulle, (F) devient y'(t) = b(t) et ses solutions sont donc les pri-
mitives de b : chercher les primitives d’une fonction continue c’est résoudre une équation
différentielle particuliére.

3. Exemple :
/

1
= - 1.
Y ty+

Les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme

. tIn(—t) + At sit<0
tin(t) + Aot sit >0

ol A1 et Ay sont deux constantes réelles. Toutes ces fonctions sont prolongeables par conti-
nuité en 0 puisqu’elles tendent vers 0 quand ¢ tend vers 0 (que ce soit vers 07 ou vers 07),
mais elles ne sont pas dérivables en 0 (le taux d’accroissement en 0 tend vers —oo, et le
graphe de chacune de ces fonctions présente une tangente verticale au point de coordonnées
(0,0)).

4. Autre exemple :

1 1

+ tt—1)

5. On remarque que le fait de trouver une solution explicite (i.e. sous forme de fonctions
éléementaires) de ces équations différentielles est subordonné au fait de pouvoir calculer
explicitement une primitive, ce qui en pratique, n’est pas toujours le cas. Par exemple
résoudre :

/

Y- nY

y =2ty + 1.

5.1.3 Probléme de Cauchy.

Le probléme de Cauchy associé a ’équation différentielle 3/ (¢) = a(t) y(t) +b(t) (¢t € I) consiste
a trouver une solution de cette équation qui vérifie la condition suivante (dite condition initiale) :
y(to) =yo ot yo € Ret ¢y € 1.

Proposition 5.3 Le probléme de Cauchy, pour les équations différentielles linéaires du premier
ordre, admet toujours une unique solution.

Preuve. Toute solution y de I’équation différentielle linéaire d’ordre un (F) a la forme suivante :
vt e I, y(t) = Aer® 4y, (1)

ou A est une primitive sur I de la fonction a et y; est une solution particuliére de (E). Résoudre
y(to) = yo revient a résoudre AeA(0) 4y (ty) = yo ce qui fixe la valeur du paramétre

A= e ) (yo + 1 (t0)),
et donne 'unique solution du probléme. o

Exemples et Remarques

1
1. Trouver la solution de ’équation ' = 7Y + 1 telle que y(—1) = 2.

1
tt—1)"

2. Trouver la solution de I’équation y' = + ; telle que y(3) = 0.

1
t=1)
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3. Le probléme de Cauchy revient a se donner un point M du plan, de coordonnées (tg,yo),
et & chercher une solution de (E) dont le graphe passe par ce point. La proposition 5.3
montre que pour tout point M (avec ty € I) il existe une et une seule telle solution. Donc
si on trace les graphes de toutes les solutions, ils vont recouvrir tout le plan (ou du moins
la bande verticale formée par les points (t,y) tels que ¢ € I) et deux graphes distincts ne
se croisent jamais.

4. L’équation (E) permet d’associer a tout point M du plan, de coordonnées (to,yo), une
valeur de la dérivée y'(to) = a(to)yo + b(to). Cette dérivée correspond a la valeur du
coefficient directeur de la tangente a 'unique graphe (cf. 3. ci-dessus) passant par ce point
M. On dit alors que l’équation différentielle (E) définit un champ de directions. Ainsi
géométriquement, résoudre une équation différentielle consiste a trouver les courbes dont
la tangente en chacun de ses points est donnée par la valeur de la dérivée en ce point : ces
courbes sont appelées courbes intégrales de ’équation.

5.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est une équation du type

y'(t) + a(t)y' (t) + b(t)y(t) =ct), tel, abec:I—R (E)
ot I est un intervalle de R ; 'inconnue est une fonction y € C?(I,R).

Elle est dite d’« ordre 2 » car les dérivées impliquées ne dépassent pas le second ordre. Lorsque
¢(t) = 0 pour tout t € I, on dit que ’équation est homogéne. Enfin, on dit qu’elle est linéaire car
lorsque ¢(t) = 0 pour tout ¢ € I, elle posséde la propriété remarquable qu’étant données yi,ya
deux solutions et A, deux constantes réelles, alors A\y; + puys est aussi une solution. Autrement
dit, Papplication qui a la fonction y associe la fonction y” + ay + bt est linéaire.

Ce type d’équation apparait naturellement en mécanique (mouvement dans un champ gravita-
tionnel, dynamique du ressort avec ou sans frottement, approximation de 1’équation du pendule),
en électricité (circuit RLC) et dans bien d’autres domaines.

On dispose aussi dans ce contexte d’une notion de probléme de Cauchy. Il s’agit cette fois de
se donner tg € I et deux réels yo et y(, et de chercher une solution y de (E) telle que y(tg) = yo
et y'(to) = yi- Ces données tg, yo et y{, s’appellent les conditions initiales. On dispose alors du

résultat suivant, que nous admettrons.

Proposition 5.4 Le probleme de Cauchy, pour une équation différentielle linéaire du second
ordre, admet toujours une unique solution. Autrement dit, soit I un intervalle de R et a,b,c
trois fonctions continues sur I. Soit tg € I et yo,y) € R. Alors il existe une solution y de (E‘), et
une seule, telle que y(to) = yo et y'(to) = yi-

En physique on peut appliquer ce résultat & ’étude du mouvement d’une balle qu’on lance.
Elle est soumise & son poids, ce qui méne & une équation du type (E) en notant ¢ le temps et y(t)
la position de la balle & I'instant t. On suppose qu’on lance la balle verticalement, si bien que sa
position est décrite par une seule coordonnée (sa cote, i.e. son altitude). Les conditions initiales
sont l'instant ¢ty auquel on lance la balle, la cote yo de la balle & 'instant ol on la lance, et la
vitesse y{, qu’on lui donne a ce moment. Le résultat ci-dessus montre que ces conditions initiales
déterminent complétement le mouvement ultérieur de la balle, ce qui est conforme a ’expérience
qu’on peut en faire.

5.3 Equations d’ordre 2 a coefficients constants

5.3.1 Equations homogénes

Dans ce paragraphe on considere des équations différentielles linéaires homogenes d’ordre 2
a coefficients constants, c’est-a-dire que dans (F) les fonctions a(t) et b(t) sont constantes (elles
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ne dépendent pas de t) et la fonction c(t) est identiquement nulle. On peut alors résoudre ces
équations sur R. Autrement dit, on cherche les fonctions y € C?(R, R) telles que

y'(t) + ay'(t) + by(t) =0, pourtoutteR (E)
oll a et b sont deux réels fixés.

Par analogie avec la partie précédente, cherchons une fonction y solution de cette équation (E)
sous la forme : y(t) = €e"*, r € R ou C . Ainsi

y(t) = €,
y'(t) = re,
y//(t) — ,,,261”157

doty"(t)+ay'(t) +by(t) = (r?+ar+b)e"t. Cela montre que y est solution de (E) si et seulement
si r est solution de ’équation caractéristique associée a (E) :

r +ar+b=0.

Proposition 5.5 Soit 22 +ax+b = 0 [’équation caractéristique associce a l’équation (E). Alors :

i) Si A := a% — 4b > 0, ’équation caractéristique a deuz solutions réelles distinctes nmotées
r1 # 1o et les solutions de (E) sont les fonctions y de la forme

y:I =R, t— Xe™! 4 pe™?,

avec (A, ) € R2.
ii) Si A = a? —4b < 0, alors il existe 6 € R tel que A = (i5)? et I’équation caractéristique

— X —a—106
22+ ax+b=0 a deux solutions complezes distinctes r, = %ﬂ et rog = % :

les solutions de (E) sont les fonctions y de la forme

y:I - R, tse 2! ()\cos(gt) —|—usin(gt))7
avec (A, 1) € R2.

iii) Si A := a® —4b = 0, I’équation caractéristique a une solution double ry € R et les solutions
de (E) sont les fonctions
y: I =R, t— (A+ut)e™t,

avec (A, ) € R2.

Nous proposons une démonstration des cas (i) et (iii). La démonstration du cas (i¢) se rameéne a
celle du cas (i) a condition de bien connaitre I’exponentielle d’'un nombre complexe.

Preuve.

“D” Les solutions annoncées sont bien des solutions dans chacun des trois cas.

“C” Cas (i). Démontrons que si y est solution alors elle est nécessairement sous la forme
annoncée. Comme 7, et ry sont les deux racines de 1’équation caractéristique on a 2 4+ar+
b= (r—r1)(r—r2), ce qui en développant, donne r1ry = b et r1 +r9 = —a. Ainsi 'équation
différentielle s’écrit :

0 = ' +ay +by
= ' —(rn+r)y +rir2y
(y’ — T y)' — T2 (yl —r1y).

En notant z la fonction 2 = 3’ — 71y, nous remarquons que z est solution de 1’équation
différentielle du premier ordre :
2 —rez=0.
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Reésolvant cette équation on déduit que z s’écrit sous la forme z(t) = pe™?

Ainsi y est solution de I’équation :

avec 1 € R.

y/*rly:,ulemt-

M1 rot

e est une solution
o —T1

En résolvant ’équation homogéne et en remarquant que ¢ +—
particuliére de I’équation, on obtient alors que :

M
T2 —T1

y:)\eTlt+ eth:)\eTlt_’_ueth’

avec (\, ) € R2.
(iii) Dans ce cas, on a 1> +ar +b = (r —rg)? et en refaisant le méme raisonnement que
précédemment nous trouvons :

0 = y'+ay+by
= ' = (@2r)y +riy
= (Y =roy) —ro(y —roy).

On pose alors z = 3/ — gy et ainsi z est solution de I’équation différentielle :
2 —rogz=0,

donc s’écrit sous la forme z(t) = pe™* avec u € R. La fonction y est alors solution de
I’équation :
y' —roy=pe .

En remarquant que ¢t — pte™? est une solution particuliére on en déduit que y a bien la

forme annoncée dans la proposition.
o
Exemples et Remarques

1. Les solutions de 1’équation y” — 3y’ 4+ 2y = 0 sont sous la forme
y(t) = Ne +pe?t, teR

avec (\, p) € R2.

2. Les solutions de ’équation y” + 2y’ + 2y = 0 sont sous la forme
y(t) = e '(\ cost + pusint), t€R

avec (), 1) € R2. (On remarque que le discriminant du polynome r2+2r+2 est A = (24)?).

3. Les solutions de ’équation 3" — 2y’ + y = 0 sont sous la forme
y(t) = A+ put)e’, teR
avec (A, p) € R?
5.3.2 Equations d’ordre 2 a coefficients constants avec second membre
On considére maintenant des équations du type
y'(t) + ay'(t) + byt) =c(t), tel, (E)

avec toujours des coefficients constants a,b € R, mais cette fois la fonction ¢ n’est plus forcément
nulle : elle est continue sur un intervalle I de R et 'inconnue est une fonction y € C%(I, R).
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D’aprés les résultats précédents, on connait ’ensemble des solutions de 1’équation homogéne

associée

v +ay +by=0 (Eo)
donc il suffit de déterminer une solution particuliére de 1’ équation (E). En effet, tout comme le
cas des équations linéaires du ler ordre, si y; et ys sont deux solutions de (E) alors la différence
Y1 — Yo est solution de I'équation homogeéne (Ey) ; et réciproquement, si on ajoute une solution de
(E) et une de (Ep) on en trouve une de (E).

Il existe bien une méthode dite de variation des constantes pour trouver une solution par-
ticuliére, mais nous ne I’exposerons pas ici. Dans des cas particuliers, selon la fonction ¢, nous
allons deviner la forme d’une solution particuliére. Avant d’étudier ces cas, énoncons le principe
de superposition qui permet, en décomposant le second membre en somme de fonctions, ramener
I’étude des solutions de 1’équation a I’étude de plusieurs équations & second membre a priori plus
simple :

Principe de superposition
Supposons que ’équation différentielle s’écrive comme :
y'+ay +b=fi+ f2 (E)

ou f1 et fo sont deux fonctions continues sur un intervalle I. Alors on remarque que si y; est
solution de I’équation

y'+ay +b=fi
et si yo est solution de

y'+ay +b=fs

alors la somme y; + 32 est solution de (F). C’est ce qu’on appelle le principe de superposition.

Etudions maintenant quelques cas d’équations dont on sait deviner une solution particuliére.

Cas ot ¢ est une fonction polynomiale

Supposons que c est de degré n il faut alors chercher une fonction solution sous la forme d’un
polynéme de degré :
= n sib#0
n+1l sib=0 eta#0
= n+2 sib=0 eta=0.

Prenons quelques exemples :

1. Trouver une solution particuliére yg de y” — 4y’ + 3y = 3t + 2. Nous cherchons yq sous la
forme yo(t) = at +b. Alors yj(t) =0, y,(t) = a et Péquation devient alors :

—4a+3(at+b) =3t +2,

soit en identifiant les coefficients : 3a = 3 et —4a + 3b = 2 ce qui donne a =1 et b = 2. Une
solution particuliére est donc yo(t) =t + 2.

2. Trouver une solution particuliére yo de y” — ¢ + 2y = 2t% + 2t + 4. Nous cherchons yo sous
la forme yo(t) = at® + bt +c. Ainsi y§ (t) = 2a, y,(t) = 2at + b et Péquation devient alors :

2a — (2at + b) + 2(at® + bt + ¢) = 2t + 2t + 4.

En identifiant les coefficients devant les puissances de ¢t on trouve a =1, b =2, ¢ = 2.

3. Trouver une solution particuliére de 3 + 3’ = 3t2. Il faut chercher yo de degré égal & 3 soit
yo(t) = at3 + bt? + ct + d, 'équation devient alors (6at + 2b) + (3at? + 2bt + ¢) = 3t2. En
identifiant on trouve a =1, b= -3, c¢=26.
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Cas ot c(t) = p(t)e”t avec p une fonction polynomiale de degré n.

Il faut alors chercher une solution sous la forme g(t)e” ¢ ou ¢ est une fonction polynomiale :
de degré n si r n’est pas racine de r2 + ar + b,

de degré n + 1 si r est racine simple de 2 4+ ar 4+ b

et de degré n + 2 si r est racine double de r2 + ar + b.

Autres cas

Il existe bien d’autres cas pour lesquels nous pouvons "deviner" la forme d’une solution par-
ticuliére : par exemple le cas ol le second membre s’écrit comme €™ (P(t) cos(at) + Q(t) sin(at))
avec des polynémes P et @, que I'on peut déduire des cas précédents en utilisant I’exponentielle
complexe et le principe de superposition.

5.4 Equations différentielles non linéaires

Les équations traitées jusqu’ici sont toutes linéaires, et d’ordre 1 ou 2. Il ne s’agit que d’équa-
tions trés particuliéres : en général une équation différentielle peut faire intervenir non seulement
la fonction inconnue y et sa dérivée ', mais aussi ses dérivées successives 3", y"’, ..., jusqu’a sa
dérivée n-ieme y(™). Cet entier n s’appelle alors Pordre de 'équation différentielle.

Lorsqu’'une équation différentielle d’ordre n est linéaire & coefficients constants, on peut la
résoudre explicitement en généralisant ce qu’on a fait lorsque n = 2 (cf. votre futur cours d’Analyse
au S4). Mais lorsque les coefficients ne sont pas constants c’est plus délicat, et surtout si I’équation
n’est pas linéaire on ne sait pas (en général) trouver de formule pour les solutions. Par exemple

I’équation d’ordre 1
i 1
sin(y'(0))y(H)? + 5exp(y(®y (1)) = 772

ne se préte pas a une résolution explicite. Plus généralement, une équation différentielle d’ordre 1
est simplement une équation de la forme F(¢,y(t),y'(y)) = 0 o F est une fonction quelconque.

Nous étudierons ici une seule sorte d’équation non linéaire qu’on arrive & résoudre : celles &
variables séparables (qu’on appelle aussi & variables séparées).

Définition 5.6 Une équation différentielle a variables séparables est une équation de la forme

y'(t) = fy(t)g(t) (VS)
ou f et g sont deux fonctions.

Nous ne donnerons pas de théoréme général sur ces équations, mais juste une méthode pour
les résoudre.

Il faut toujours commencer par chercher les solutions constantes, c’est-a-dire de la forme
y(t) = yo avec un réel yo (indépendant de t). En remplacant dans (VS) on voit que cette fonc-
tion est solution si, et seulement si, f(yo) = 0 (en supposant bien stir que la fonction g n’est pas
identiquement nulle). Cela donne une liste (souvent finie, parfois vide) de solutions constantes.

Cherchons maintenant les solutions non constantes. Soit y une telle solution, définie et dérivable
sur un intervalle 1. On suppose en outre que f(y(t)) ne s’annule pas sur I. Alors (VS) équivaut a

y'(t)
fly(t)

Notons ® une primitive de la fonction & (que l'on suppose continue sur un intervalle convenable, &

= g(t) pour tout t € I.

préciser dans chaque exercice), et G une primitive de g (également supposée continue, sur I cette
fois). Alors on peut primitiver la relation précédente, ce qui donne

(y(t)) = G(t) +
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pour une certaine constante c. Si la fonction ® est bijective (entre deux intervalles & préciser), on
en déduit
y(t) = ®~1(G(t) + ¢) pour tout t € I.

Il reste alors une question parfois délicate : les hypothéses qu’on a d faire ont pu nous obliger a
remplacer I par des intervalles plus petits, sur lesquels on méne & bien séparément cette stratégie.
Il faut pour conclure essayer de recoller les solutions obtenues sur les différents intervalles, pour
trouver une solution y qui soit dérivable et vérifie (VS) sur I tout entier.

Prenons comme premier exemple 1’équation y’(t) = ty(¢) sur R (qui est linéaire donc pour la-
quelle on a déja vu comment obtenir directement I’ensemble des solutions). Les solutions constantes
y(t) = yo sont celles qui vérifient 0 = tyy pour tout ¢ € R : il y a la solution nulle, et aucune
autre. Soient I un intervalle de R, et y : I — R une fonction dérivable qui ne s’annule pas et qui
vérifie 3/ (t) = ty(t) pour tout t € I. Alors on a % = ¢ puisque y ne s’annule pas, ce qu’on peut

primitiver en In(|y(t)|) = £¢* 4 ¢ pour une constante c. On a donc |y(t)| = exp(3t? + ¢) = ecent’

donc il existe ¢ € {—1,1} tel que y(t) = eecezt’. A noter qu’a priori € = £(t) dépend de ¢, car
pour tout ¢ fixé il existe e(t) € {—1,1} tel que |y(¢)| = e(t)y(t) ; mais on a e(t) = Cy(?tz qui est
le quotient de deux fonctions continues, avec un dénominateur qui ne s’annule pas sur I , donc la
fonction ¢ — £(t) est continue sur I. Si elle n’était pas constante, elle prendrait une fois la valeur
1 et une fois la valeur —1; le théoréme des valeurs intermédiaires montre qu’elle devrait prendre
toutes les valeurs comprises entre —1 et 1, ce qui n’est pas le cas puisque 1 et —1 sont les seules
valeurs qu’elle peut prendre.

On a donc montré que si I est un intervalle de R, et y : I — R une fonction dérivable qui ne
s’annule pas et qui vérifie y'(t) = ty(¢) pour tout ¢ € I, alors il existe un réel non nul A = ce® tel
que y(t) = Xe2t” pour tout ¢ € I. Réciproquement cette formule définit bien une fonction dérivable
qui ne s’annule pas, et elle fonctionne sur R.

Finalement I’équation ' (t) = ty(t) admet des solutions sur R, qui sont données par y(t) = Aezt’
avec A € R (puisque le cas A = 0 donne la solution constante qu’on avait trouvée au début), et
toute solution de cette équation sur un intervalle est la restriction de I'une de ces solutions.

Voici un deuxiéme exemple : on cherche les solutions sur R de I’équation

y'(t) = texp(—y(t)).

En divisant par exp(—y(t)) (puisqu’une exponentielle ne s’annule jamais) cette équation équivaut

a
y'(t)exp(y(t)) =t.

Soit y : R — R une fonction dérivable qui est solution de cette équation sur R. Alors en primitivant

les deux membres on voit qu’il existe un réel c tel que pour tout ¢t € R on ait :

exp(y(t)) = %tz +ec.

Comme on suppose que cette égalité est vraie pour tout ¢ € R, et qu'une exponentielle est toujours
strictement positive, en prenant ¢ = 0 on obtient ¢ > 0. On a alors bien %t2 4+ ¢ > 0 pour tout
t € R, et en prenant le logarithme :

1
y(t) =1In (§t2 + c) pour tout ¢t € R.

On a démontré que toute solution sur R de 'équation y'(t) = texp(—y(t)) est de cette forme,
pour une constante ¢ > 0. Réciproquement, pour tout ¢ > 0 on peut définir une fonction dérivable

sur R en posant y(t) = In (%t2 + c), et on obtient bien une solution sur R de Iéquation y'(t) =

texp(—y(t)) (en remontant les calculs précédents, ou juste en remplagant y(t) et y'(¢) par leurs
valeurs dans I’équation).
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Annexe

Primitives des fonctions rationnelles

Le contenu de cette annexe, et des deux suivantes, est un complément utile au cours proprement
dit. Cependant il n’est pas exigible pour le partiel et I’examen.

A.1 Introduction et rappels

P(x)
Q(x)

a coefficients réels. Une telle fonction est définie (et indéfiniment dérivable) 1a ot son dénominateur
Q(z) est non nul.

Une fonction rationnelle est une fonction de la forme f(z) = ou P et () sont des polyndmes

A.1.1 Les primitives connues de fonctions rationnelles

On note / f(z) dx une primitive de la fonction f. On a les formules suivantes, qui vont nous

suffire pour traiter tous les cas de primitives de fonctions rationnelles :

/ dz =ln|z —a|l+C,

T—a
dxr -1
/@—a)" = D@ e O powneRnAL
rdr 1
/m=§ln<w2+a2>+a

d 1
/27372 = fArctang—i—C.
e +a a a

Ici (et dans toute cette annexe) C' désigne une constante qu’on peut choisir arbitrairement. La
notation A™ est claire pour n € Z; lorsque n € R et A > 0 elle désigne exp(nln A) (comme on l'a
défini au paragraphe 1.5.3). Par exemple pour A > 0 on a M2 =/ Xet A3 =/

Le but de ce chapitre est de montrer comment on peut calculer l'intégrale d’une fonction
rationnelle quelconque en se ramenant a ces cas particuliers.

A.2 Quelques résultats sur les polynémes

A.2.1 Division euclidienne

Rappelons qu’un polynéme P(x) est une expression de la forme P(z) = a,a™ + -+ -+ a1z + ag
ou les a; sont des réels; si en outre a,, # 0 on dit que P est de degré n (et on note deg P = n). Les
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polynomes de degré 0 sont les constantes non nulles : P(x) = ag pour tout x, avec ag un nombre
réel non nul. Les polynomes de degré 1 sont les applications affines (non constantes), ¢’est-a-dire
P(z) = a1z + ap avec a1 # 0. Le polynome nul (c’est-a-dire celui dont tous les coefficients sont
nuls) est, par convention, de degré —oco.

Sion a P(z) = apz™ + -+ + a1z + ag avec a, # 0 (donc n = deg P), on dit que a, est le
coefficient dominant de P. On dit que P est unitaire si a,, = 1. Enfin, ag s’appelle le coefficient
constant ; on a ag = P(0).

On peut diviser un polynéme A(x) par un polynéme B(z), un peu comme on divise un entier
a par un entier b. Précisément, on a :

Théoréme A.1 Soient A et B deux polynémes, avec B # 0. Il existe des polynomes @ et R
vérifiant A= BQ + R et (R =0 oudegR < deg B). Le polynéme @Q s’appelle le quotient de A
par B et le polynome R s’appelle le reste. Ces polyndémes sont uniques.

Démonstration. L’unicité découle du fait que BQ1+ R1 = BQa+ Ra s’écrit B(Q1—Q2) = Ro— Ry :
si deg(Ry — R1) < deg B alors B(Q1 — Q2) = 0. Pour l'existence, on fixe B et on raisonne
par récurrence sur le degré n de A. Si on a degA < degB = p on prend @ = 0 et R = A.
Supposons la propriété prouvée pour un certain degré n > p — 1 et passons & n 4+ 1. On écrit
Ax) = apt12™ + apz™ 4+ - + a1z + ag et B(x) = byaP + -+ + by. On considére le polynome

Q1(z) = f%x"“*p. Le polynome A=A- BQ; est alors de degré < n (on a annulé le

P
terme de degré n + 1), donc on peut (c’est 'hypothése de récurrence) le diviser par B. On a ainsi
A = BQ2+ R avec deg R < deg B et donc A = B(Q1 + @Q2) + R est Uécriture cherchée.

Montrons maintenant, sur un exemple, comment trouver en pratique @ et R. Considérons
A(X) = X° —4X* +2X?2 — X + 1 et B(X) = X2 + 1. Pour trouver Q) et R explicitement, on
pose la division comme dans les entiers en posant les soustractions a chaque pas. On a le tableau

suivant :
X°  —4x* +2X2 —-X +1 X241

—-X5 -X3 X3 —4X?-X+6
—4x* —-X3? 42X?2 —-X +1
4X4 +4X72
-X3 4+6X? -X +1
X3 +X
6X2 +1
—6X? —6

On a donc Q(X) = X3 —4X? — X 4+ 6 et R(X) = —5. Pour étre sfir qu’il n’y a pas d’erreur de
calcul, on peut vérifier que A = BQ@Q + R mais ce n’est pas nécessaire en théorie.

A.2.2 Racines

On dit qu'un nombre o € C est racine de P si 'on a P(«) = 0. En général il est difficile de
trouver les racines d’un polynoéme P(x), mais c’est facile si deg P < 2 (si le degré est égal a 2,
on utilise le discriminant A de P). Lorsque deg P > 3, on a parfois la chance de constater que 1
ou —1 (par exemple) est racine de P : une telle racine est dite évidente, car on peut arriver a la
deviner.

Un résultat majeur (appelé théoréme fondamental de algébre, ou théoréeme de D’Alembert)
affirme que tout polynéme non constant admet au moins une racine compleze : il existe a € C
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tel que P(a) = 0. Mais un tel a réel n’existe pas toujours : par exemple pour P(z) = 2 + 1 les
racines sont 7 et —i, et il n’y en a aucune qui soit réelle.

Proposition A.2 Le nombre réel o est racine de P si et seulement si on a P(z) = (x — @)Q(x)
ot Q) est un polynome.

Démonstration. Il est clair que, si P est de la forme annoncée, alors « est racine de P. Pour
montrer la réciproque, on effectue la division euclidienne. On a P(z) = (x — a)Q(x) + R(z) avec
deg R < 1. Le polyndéme R est donc une constante r et cette constante est nulle comme on le voit
en écrivant P(a) =0+r =0.

En pratique, pour trouver () dans la proposition précédente on peut utiliser une division eu-
clidienne. Si on trouve une racine o/ de @ alors on peut appliquer de nouveau la proposition A.2
ce qui donne Q(x) = (z — o')S(x) et donc P(z) = (z — a)(x — /) S(x) pour un certain polynéme
S(x). On peut continuer (en prenant une racine de S(z), & moins que ce ne soit un polynome
constant) et démontrer ainsi le résultat suivant :

Théoréme A.3 Soit P(x) un polynome non nul de degré n, noté P(r) = apa™+- - -+a1x+ag avec
an # 0. Alors il existe des nombres complexes A1, ..., A, tels que P(x) = ap(x — A1) -+ (z — Ap).
Ces nombres A1, ..., A, sont exactement les racines (complexes ou réelles) de P, c’est-a-dire

les nombres z tels que P(z) = 0 (et certaines racines peuvent étre répétées plusieurs fois dans la
liste Ad1y... A n).

On déduit notamment de ce théoréme qu’un polynéme non nul de degré n a au plus n racines.
En particulier, si un polynéme P(x) s’annule en une infinité de points z, alors c’est le polynome
nul : ses coefficients sont nuls, et on a alors P(z) = 0 pour tout .

Pour éviter d’introduire les racines complexes de P(x) (ce qui fait sortir du cadre des nombres
réels), on utilise en général le théoréme suivant (qui est admis) :

Théoréme A.4 Soit P(x) = apa™ + -+ a1z + ag un polyndme a coefficients réels, avec a, # 0.
Alors P s’écrit de maniére unique sous la forme :

P(z) = an(x — 1) -~ (z = ar)Qu(2) - - Qs ()

ot les o sont des réels et les Q; des polynomes de degré 2 de la forme Q;(x) = ¥ + p;x + q; de
discriminant p? — 4q; < 0 et ou on ar >0, 8 >0, r +2s =n.

Un polynéme du second degré a discriminant strictement négatif est dit irréductible. Les
polyndmes @); de ce théoréme sont donc des polynémes de degré 2, irréductibles et unitaires.

Remarques

1) Les «y; sont les racines réelles de P tandis que les Q; correspondent aux autres racines complexes
de P, qui sont conjuguées deux a deux. Par exemple on a 2® + 2 — 2 = (z — 1)(2% + 2 + 2) avec
li%ﬁ, dotir=1,s=1,a; =1, Q(x) = 2>+ +2

2) Certaines des racines a; peuvent étre égales (ou certains des Q);)-

3) Sir = 0 (c’est-a-dire si P n’a aucune racine réelle), la factorisation s’écrit P(z) = a,Q1(x) - - - Qs ().
Si s = 0 (c’est-a-dire que toutes les racines complexes de P sont en fait réelles), elle s’écrit
P(z) = an(x—a1)--- (z — ap). Il S’agit en fait d’une convention générale : si ¢t = 0, un produit de

la forme y19s . . . y; ne comporte aucun facteur, et par convention il vaut 1. Un tel produit s’appelle
un produit vide. De fagon analogue, une somme vide vaut 0 par convention.

les racines 1 et
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A.3 Le théoréme de décomposition en éléments simples

A.3.1 Définition des éléments simples

Définition A.5 On appelle élément simple une fonction rationnelle de l'une des deux formes
sutvantes :
a

°«

(r — )"

ax+b

¢ — —T7
(2 + px + q)™
discriminant p? — 4q < 0 (donc irréductible).

avec a,ac € R, a # 0 et n € N*,

avec a,b,p,q € R, (a,b) # (0,0), m € N* et le polynome 2% + px + q de

A.3.2 Primitives des éléments simples

Le premier intérét des éléments simples vient du fait qu’on sait en calculer des primitives. On
I’a vu pour ceux du premier type. Pour les autres, qui sont plus compliqués, on montre d’abord
un lemme :

Lemme A.6 On désigne par F, une primitive de —pourn > 1. Ona Fi(x) = Arctanx+

1
(22 +1)
C1 et, pour n > 2, la relation de récurrence :

2n — 3 1 x
Fal@) = o5 P10+ S

+C77,

ot Cyp, est une constante qui dépend du choiz de la primitive F,, . Cette relation permet de calculer
F,, par récurrence.

Démonstration. La preuve repose sur deux astuces classiques :
dx 2?2 +1— 22 22
1) On écrit F, = = dx, donc F, =F,_ - ———dx =
) On écrit F),(x) / EFED / CEE x, donc F),(x) n—1(x) / EET x
F,_1(z) — Gy () en notant G, () la derniére intégrale.
2) On sépare alors le terme 22 du numérateur de G, (z) en z.z et on intégre par parties en

1
posant u =z, dou v’ =1, et v’ = ﬁa dou v = _2(n D 1)n71~ On en déduit :
T 1
Gn(z) = — + Fn1

2(n —1)(z2 4+ 1)1 2(n—1)

a une constante additive prés, et le résultat annoncé s’ensuit.

Primitives d’éléments simples du second type.
ax +b

(22 + pz + )™
(c’est-a~dire 2z + p) au numérateur en écrivant :

On peut maintenant calculer / dx. On fait apparaitre la dérivée de 22 4 px +q

aa:+b:g(2x+p)+b—%'

2
L’intégrale / m da se calcule aisément : dans le cas m = 1 on trouve In(z?+pz+q)+C
! 1
et a @2+ pr 1 gl + C sinon. Il reste a calculer /mdx Pour cela, on
—m)(z2+pz+q 2+ pr+g

regarde z2 4+ px + ¢ comme le début d’un carré. Si on pose A = p? —4q, on a z?> +pr +q =

(3; + g)z + ’TA. Comme A est négatif, on peut poser A = —c? avec ¢ € R et il reste a calculer

dX
NI 4 _ I3 . . o
/ m ot 'on a posé¢ X =z + §. Si on effectue le changement de variable u = X/c on est
ramené a l'intégrale calculée dans le lemme ci-dessus.
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A.3.3 Le théoréme de décomposition

Le second intérét des éléments simples c’est que toute fonction rationnelle se décompose comme
somme de tels éléments :

N
Théoréme A.7 Soit f(z) = D((xg une fonction rationnelle. Alors f s’écrit de maniére unique
x
sous la forme f(x) = E(x)—l—z ei(x) ot E est un polynéme et ot les e; sont des éléments simples.

i=1

Plus précisément :
e le polynome E est le quotient dans la division euclidienne de N par D ;
e si le dénominateur de [ s’écrit :

D) = c[[(@—a)™ [[Q@)"

ow ¢ est un réel non nul, les oy des réels distincts et les QQ; des polynomes unitaires de degré 2
irréductibles et distincts, avec r,s > 0, k; > 1, l; > 1, alors les éléments simples qui interviennent
dans la décomposition sont des types suivants :
a
o —— avec 1 <m <k,
(z —a;)™
ar +b
[ ]

Q'

Si s =0 alors il n’y a que des éléments simples du premier type; si = 0 il n’y en a que du
second.

Le polynéme E s’appelle la partie entiére du développement.

Le cas particulier ot s = 0 et k; = 1 pour tout ¢ est le théoréme 2.15 énoncé au paragraphe
2.8.

Le théoréme A.7 est admis (il sera démontré au S3); signalons simplement que pour le dé-
montrer (ou lappliquer en pratique), on commence par faire la division euclidienne de N par
D : N =DF+ R avec degR < degD. On a alors f = E 4+ R/D et on est donc ramené au cas
deg N < deg D.

> avec 1 <m <.

A.4 Méthodes pratiques de décomposition

Nous allons expliciter ces méthodes sur quelques exemples. On commence toujours par faire
la division euclidienne pour se ramener au cas ou deg N < deg D. En divisant N et D par le
coefficient dominant de D, on peut supposer D unitaire.

A.4.1 Le cas ou D est de degré 2

b
Posons f(z) = fL~ Il y a trois cas.
2 +pr+q

1) Si D n’a pas de racine réelle, il n’y a rien a faire, on a déja un élément simple.

2) Si D a deux racines réelles distinctes : 22 + pr + g = (z — a)(z — B) avec «a # 3, on cherche
A, B tels que :

axr +b A B
(* -4 2
(z—a)z—-0) z—a zx-0

Il y a deux méthodes.
e Méthode brutale. On réduit les fonctions au méme dénominateur et on identifie A(z — §) +
B(x — @) = ax + b. On obtient un systéme en A et B :
A+B=a
BA+ aB = —b.
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aa+b Ba+b

La résolution est facile et donne A = et B =
a—p b —«
e Méthode astucieuse (c’est celle présentée dans le théoréme 2.15 au paragraphe 2.8). On
b B(x —
multiplie (*) par  — «. On obtient % =A+ (xﬁa) et on fait x = o dans cette expression.
T — T —
: aa+b . R o
On trouve bien A = 3 - On procéde de méme pour B en multipliant par x — 5.
o —
3) Il reste le cas d’une racine double : 22 + px 4+ ¢ = (x — «)?. On doit écrire :
(44) axr +b A n B
ok = .
(x—a)?2 (rz-a)? z—-a

La encore, il y a deux méthodes.

e La méthode d’identification comme ci-dessus.

e Une méthode astucieuse. On multiplie () par (z — «)?, il reste ax +b = A+ B(z — ) et
on fait x = a, d’'ou A = aa + b. Pour trouver B on multiplie par z. On obtient :

az? + bz Az Bz

(r—a)? (a:—oz)2+x—ozl

On fait alors tendre « vers I'infini. Le membre de gauche tend vers a, celui de droite vers B, d’ou
B =a.

A.4.2 Le cas ou D est de degré 3

On sait qu’alors D admet au moins une racine réelle : cela découle du théoréme des valeurs
intermédiaires, puisque x — D(z) est une fonction continue sur R dont les limites quand  — —oo
et © — 400 sont —oo et +0o respectivement (puisque D est unitaire de degré impair). Dans le
théoréeme A.4, on a donc > 1 et r +2s = 3. Il y a quatre cas possibles (les trois premiers
correspondent & r = 3, s = 0, et le dernier a r = 1, s = 1).

1) Si D a trois racines reéelles distinctes, il faut écrire :

ar? +bx +c¢ A B C

@G-a)@-Pa—7) s-a z-F z-7

On utilise la méthode astucieuse vue ci-dessus : on multiplie par z — « et on fait £ = . On trouve

240
= aoTthate et de méme pour B, C.
(@ = B) (e =)
2) Si D a une racine double et une autre racine réelle, on doit écrire :
az? +br +c A B c
= + +

(z—a)?(z—-0) (x—a)? z—a xf,B.

Pour trouver C on utilise la méme méthode (multiplier par  — 8 et faire z = (), pour trouver A
on fait de méme en multipliant par (r — «)2. Enfin, pour trouver B on multiplie par z et on fait
tendre x vers l'infini. On obtient a = B 4 C, ce qui donne B.

3) Si D a une racine triple on doit écrire :

ax® +br+c A n B . ¢
(r—a)3  (z—0a) (z—a)?2 z-—«

Pour A on multiplie par (z — a)? et on fait z = . Pour C on multiplie par z et on fait tendre
vers l'infini. Enfin, pour B, le plus simple est de donner une valeur particuliére a x, différente de
@, par exemple 0 si c’est possible. On trouve alors —c/a® = —A/a? + B/a? — C/a, ce qui donne
B.
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4) Si D a une unique racine réelle simple, on doit écrire :

ax? +bxr+c A Bx+C

+ .
(z—a)(@®+pr+q) z—a 22+pr+tg

La méthode est toujours la méme pour trouver A. Pour B on multiplie par x et on fait tendre
x vers Uinfini, ce qui donne a = A + B donc B. Enfin, pour C, le plus simple est de donner a

x une valeur quelconque, différente de a, par exemple = 0 si c’est possible. On trouve alors

c A
—— = —— 4 —, ce qui donne C.
aq o q

A.4.3 Le cas général

Les méthodes sont analogues a celles vues ci-dessus. On peut notamment toujours utiliser
les méthodes brutales d’identification ou d’attribution de valeurs. Dans la pratique, la limite du
théoréme est essentiellement la difficulté de factoriser le dénominateur D(X) (c’est-a-dire de lui
appliquer concrétement le théoréme A.4).
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e B

Annexe

Les fonctions hyperboliques et leurs
réciproques

B.1 Les fonctions hyperboliques

Il s’agit de fonctions qui se calculent & partir de I’exponentielle réelle comme les fonctions
trigonométriques avec ’exponentielle complexe et ont un comportement assez voisin.

; . e.’K + e—.’K efL‘ _ e—l‘ . ,
Définition B.1 Pour x € R on pose che = ———— et she = ————-  Ces fonctions s’ap-
pellent cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique. On définit la tangente hyperbolique
comme le quotient tha = sha/cha.

La proposition suivante n’est pas difficile & démontrer, elle est laissée en exercice. Les graphes
des fonctions ch et sh sont représentés dans la figure B.1 ci-dessous. On prendra garde au fait que
le repére utilisé n’est pas orthonormé : contrairement & ce que le dessin pourrait laisser croire, la
pente de la tangente au graphe de sh au point d’abscisse 0 vaut sh’(0) = ch (0) = 1.

Proposition B.2 On a les propriétés suivantes.

1) La fonction x — chx est paire, positive sur R, et strictement croissante sur [0,+oo]. Elle
est de classe C* sur R, et sa dérivée est shx. FElle tend vers +0o en 400, et on a chx ~ %e‘”
quand x — +oo. Elle réalise une bijection de [0, +oo[ sur [1,+00].

2) La fonction x — shx est impaire, positive sur [0, +00[, et strictement croissante sur R. Elle
est de classe C*° sur R, et sa dérivée est chx. Elle tend vers +00 en 400, et on a shx ~ %ew
quand x — +oo. Elle réalise une bijection de R sur R.

3) La fonction x — thx est impaire, positive sur [0, +0o0[, et strictement croissante sur R. Elle
est de classe C> sur R, et sa dérivée est 1 — th2x = Chlgz. FElle tend vers 1 en +00 et vers —1 en
—o0. Elle réalise une bijection de R sur]—1,1].

4) On a la formule ch?z —sh?z =1 pour tout x € R.

5) On a les formules ch(a 4+ b) = chachb+shashbd et sh(a +b) = chashb+ chbsha. En
particulier, on a ch 2z = ch?z + sh?z et sh2z = 2ch zsh z.

La formule ch?z — sh?z = 1 explique l'appellation “hyperbolique”. En effet, de méme qu’on
a une parameétrisation du cercle X2 + Y2 = 1 par les fonctions trigonométriques ordinaires :
X = cost, Y = sint, on a une paramétrisation de I’hyperbole X2 — Y2 = 1 par les fonctions
hyperboliques : X =cht, Y =sht.
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Graphe de ch entre -3 et 3 Graphe de sh entre -3 et 3
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F1GURE B.1 — Graphe des fonctions ch et sh

B.2 Les fonctions réciproques des fonctions hyperboliques

Commengons par la fonction ch . On obtient les résultats suivants, en notant argch x la bijection
réciproque de ch : [0, +oo[— [1, 400 :

Proposition B.3 La fonction argch est définie sur [1,+oo], elle prend ses valeurs dans [0, 4+00].
Pour tout x € [1,400[, argchz est caractérisé par les deux propriétés suivantes :

(Acn) argchz € [0, 400 et ch (argchx) = .
Cette fonction vérifie aussi, pour tout § € [0, +o0] :
(Ben) chf € [1,+o00[ et argch(chf) = 6.

En outre la fonction argeh : [1,4o00[— [0, +00[ est strictement croissante sur [1, 00|, de classe C*>
sur |1, +oo| et sa dérivée est donnée par argch’(r) = ———== pour tout x €]1,+oo[. Enfin on a

vz -1

lim, 4 o argeh(z) = +oo.

Graphe de Argch entee 1 el

Graphe de Argsh entre -3 et 3 Graphe de Argth entre -1 et 1

H / H H L

F1GURE B.2 — Graphe des fonctions Argch, Argsh et Argth
De méme, on note argsh z la bijection réciproque de sh : R — R et on a :
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Proposition B.4 La fonction argsh est définie sur R, elle prend ses valeurs dans R. Pour tout
x € R, argsh x est caractérisé par sh (argsh x) = x et on a aussi argsh(sh 0) = 0 pour tout 6 € R. En
outre la fonction argsh : R — R est strictement croissante sur R, de classe C*° sur R et sa dérivée

)3 !/ _ . _
est donnée par argsh'(x) = Woprwe pour tout x € [1,+00[. Enfin on a lim,_, . argsh(z) = +00
et lim,_, ., argsh(x) = —oco; la fonction argsh est impaire.

Enfin, on note argth z la bijection réciproque de th : R —] —1,1[ et on a :

Proposition B.5 La fonction argth est définie sur | — 1,1], elle prend ses valeurs dans R. Pour
tout © €] —1,1[, argthx est caractérisé par th (argthz) = x et on a aussi argth(th0) = 0 pour tout

0 € R. En outre la fonction argth :] — 1,1[— R est strictement croissante sur | —1,1[, de classe

C*> sur]—1,1[ et sa dérivée est donnée par argth’(z) = T bour tout x €] — 1,1[. Enfin on a
-z

lim,_,; argth(z) = 400 et lim,_, _; argth(xz) = —oo ; la fonction argth est impaire.

Le seul point a démontrer dans ces trois propositions est la valeur des dérivées. Soient 0 €

10, +oo[ et z €]1, +o0 tels que x = ch (§). Alors on a argeh’(x) = ch'l(a) =45 = \/0h129_1 = \/ILI

car shf = v/ch?# — 1 puisque sh# > 0. On raisonne de méme pour argsh’ et pour argth’ (en
utilisant que th’(f) = 1 — th?(9)).

Dans l'optique de ce cours, I'une des propriétés essentielles de ces fonctions réciproques est la
valeur de leur dérivées. On les résume donc dans la proposition suivante, avec aussi une expression
de ces fonctions réciproques a ’aide de la fonction logarithme néperien :

Proposition B.6
1) La fonction argch x, définie sur [1,+00], est aussi égale a In(x + Va2 — 1). Sa dérivée est la
1
fonction x = ———-
22 —1
2) La fonction argshz, définie sur R, est aussi égale a In(z + Va2 +1). Sa dérivée est la
1
V14?2

3) La fonction argthx, définie sur | — 1,1], est aussi égale 3 In (

fonction x —

1+ =z
).

Sa dérivée est la
1—x

onction r — —— -
f 1— 22

Démonstration. La seule nouveauté réside dans les expressions avec les logarithmes. Démontrons
x —x
e’ —e

par exemple la seconde. On écrit y = shx = — et on cherche a calculer x en fonction
de y. Posons u = €%, donc e™* = % On en déduit y = %(u — %), d’ott u? — 2uy — 1 = 0. On

résout cette équation du second degré en u et on trouve u = y £+ /1 + y2. Comme u est > 0
(c’est une exponentielle), le signe — est a écarter et on a donc u = e¢* = y + /1 + y?, donc
r =In (y + 1+ y2). Cela termine la preuve. Une autre méthode aurait consisté & dériver la
fonction x — In(x++/22 + 1) et a constater qu’on obtient ﬁ : en effet cela démontre que cette
fonction a la méme dérivée que argsh, donc elle est égale & argsh & une constante additive prés.
Comme ces deux fonctions s’annulent en 0, cette constante est nulle et la preuve est terminée.

B.3 Développements limités

La définition de ch et sh donne directement, pour tout entier n, quand x tend vers O :




- x ' 2n+2 1 3 1 5 6
- n - _
Shaj—kg (k )!+0(x )—I+ xr° + x Jro(l')

Ici on a utilisé la parité de ces fonctions pour dire, par exemple pour ch, que le coefficient de
x® sera nul donc le développement limité & Iordre 4 est en fait valable a 'ordre 5.

Par quotient on peut obtenir les premiers termes du développement limité de thz :

1 2
the =x — gm?’ + Bxs + o(z°).

On obtient le développement limité de argshz en intégrant celui de (comme au

1
V1422
paragraphe 4.5 pour arcsinz). On trouve

u (2k)! 22h+1

. 1, 3
argshz = Z(—l)kwm +o(z* ) =2 — gxg + Ex5 + o(x%).
k=0

Pour argth le calcul est plus facile, et donne

n p2k+1 1 . 1
+o(x?" ) = x4+ —2® + —2° + o(2).

the =S —
BT T gkt 37 75

k

Enfin argch n’est pas définie au voisinage de 0, et son développement limité en un autre point
n’est pas spécialement simple.
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Annexe

[La continuité uniforme

Dans cette annexe, on introduit la notion de continuité uniforme et on démontre le théoréme
principal & ce sujet, appelé théoréme de Heine. Ce résultat est utilisé dans la preuve du théoréme
2.19 au §2.9, pour démontrer que toute fonction continue sur un segment est intégrable au sens de
Riemann.

La continuité uniforme est une notion plus forte que la continuité. Elle se définit ainsi :

Définition C.1 Soient A C R et f : A — R une fonction réelle définie sur A. On dit que la
fonction f est uniformément continue sur A si :

Ve >0, dn > 0 tel que (Vaz,yeA, e —y| < n = |f(x)— f(y)] <5>.

Exemples et Remarques

1. Si f: A — R est uniformément continue sur A, alors elle est continue sur A. En effet, si
x € A et e > 0 sont fixés, alors le n = n(e) qui apparait dans la définition précédente (il ne
dépend pas de z mais seulement de ¢) vérifie :

Vye A, Je—yl <n = [fl2)-fly)| <e

d’oul la continuité de f au point z, quel que soit z € A.

2. En d’autres termes, la continuité de f : A — R sur A se traduit par le fait que pour chaque
x € A et chaque ¢ > 0, il existe un = n(z,e) > 0 tel que :

Vy e A e —yl <nlze) = [f(2) - fly)] <e,

tandis que 'uniforme continuité de f sur A signifie que le choix du n(x,e) > 0 peut étre
fait indépendamment de = € A, i.e. que, pour chaque £ > 0, il existe un n = n(g) > 0 tel
que

Vee A, Vy e A, |z—y| <nle) = |f(x) - fly)l <e.

C’est exactement la définition C.1.

3. En revanche, la réciproque est fausse : la continuité d’une fonction n’implique généralement
pas son uniforme continuité. Montrons par exemple que la fonction f : z +— %, qui est
continue sur ]0, 1], n’est pas uniformément continue sur cet intervalle. Pour cela, considérons

un ¢ dans ]0, 1] et un 2 quelconque de ]0, 1]. Alors, pour y € R%, on a :

1 1 1
lfly)—fl@)] < e <= —e+—-< - <e+—
x y x
ex? R ex?
car 1oge>0 l4+ex l4ex y 1—ez "1 oz
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Le point « est fixé dans ]0, 1] et on cherche n(z,¢) tel que :
pour tout y €]0,1], |y—z| < n(z,e) implique |f(y)— f(z)] < €.

Il est donc nécessaire que 7n(z, e) vérifie

0.1 M = n(a,2).2 + (e 0)] © . ()
, z—n(z,e),x T, x— T )
" " l+ex l—cx
Or pour z > 0 suffisamment proche de 0, on a
2 2
Lt @ > 0 ot pp 5T __ % 1
l+cx l+ex l—cx 1—-¢x
——
— 0
z—0+t
et dans ce cas 'intervalle |z — % , T+ 1{?;[ est inclus dans |0, 1[. Mais alors, I'inclusion

(%) exige que n(x,¢e) vérifie

e’ e’ ) _ ex?

7](9:75) SInin(l-‘,—eaxc’ l—ecx I+ex”

De ce qui précéde on déduit maintenant que si n(g) > 0 vérifie
pour tout z €]0,1] et tout y €]0,1], |y —z| < n(e) implique |f(y) — f(z)| < €,

on doit avoir 0 < n(e) < 7j(z,e) = fﬁ:z pour tout z suffisamment proche de 0. Mais cette

condition est impossible & satisfaire car 7j(z, ) tend vers 0 lorsque z tend vers 07. 1l s’ensuit
que la fonction f n’est pas uniformément continue sur |0, 1].

. Au point précédent, a visée pédagogique, on a calculé explicitement, pour € €]0,1[ et =
assez petit, le n(z,e) maximal, & savoir 7j(x,e) = f_‘_%, qui assure |1 — i| < € pour
tout y dans Pintervalle ]z — n(z, ),z + n(z,£)[, et on a conclu que la fonction z +— 1
n’est pas uniformément continue sur ]0, 1] parce que 7(z,€) —2 0. Mais ces calculs sont
relativement fastidieux alors qu’en fait on peut arriver au régultat beaucoup plus vite. En
effet, raisonnons par I’absurde et supposons que = — % soit uniformément continue sur
10, 1]. En considérant ¢ = 1, il existe alors 7 > 0, que 'on d’ailleurs choisir tel que 0 < 7 <1
(s’il ne Vest pas on le remplace par min(n, 1) ce qui raméne a la situation souhaitée), tel

que

1 1
Ve €]0,1], Vy €]0,1], |z —y| <n = x_’ <1.
Yy
En considérant alors y = 7 €]0,1], on a en particulier % - % = |% - %| < 1 pour tout

x €]0,n] et donc % <1+ % pour tout x €]0,n]. L’hypothése que la fonction z +— % est

uniformément continue sur |0, 1] a conduit a la contradiction que cette fonction est bornée
sur ]0,7]!

Avec cet exemple, nous avons montré qu'une fonction continue n’est pas nécessairement uni-
formément continue. C’est néanmoins le cas pour les fonctions continues sur un segment comme
I’énonce le théoréme suivant :

Théoréme C.2 (Théoréme de Heine) Soient deux réels a < b et f : [a,b] — R une fonction
continue. Alors f est uniformément continue sur le segment [a, b].

Preuve. Démontrons ce théoréme par I’absurde en supposant que f n’est pas uniformément
continue sur [a, b]. D’aprés la définition C.1 de 'uniforme continuité, on obtient par négation :

Jde > 0,VYn >0, 3Fz,y € [a,b] telsque |x—y| <n et |f(z)—fly)| > €.
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Fixons un tel € > 0. On a alors en particulier :
N 1
Vn € N, 3z, yn € [a,b] tels que |z, —yn| < - et |f(zn)— flyn)| > €.

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite (z,,)nen C [a,b] une
sous-suite (y,(,))nen+ convergeant vers un certain x € [a,b]. D’aprés l'inégalité |z, — yn| < %, la
suite (Y, (n))nen+ converge elle aussi vers x, puisque d’aprés I'inégalité triangulaire, on a pour tout
n e N*:

Yoty =2l < [Yotm) = Zom)| + |Tom) =2 = 0.

n—-+o0o
<Ft 570 n el
La continuité de f implique donc ngrfoo f(@pm)) = ngrfoo F(We(n)) = f(x). Mais par ailleurs on a

|f(zn) — f(yn)| > € pour tout n € N* et en particulier on a |f(Zy(n)) — f(Yp(n))| = € pour tout
n € N*. En passant & la limite dans cette derniére inégalité lorsque n vers 4+oco on obtient une
contradiction, & savoir 0 > ¢ > 0, et cela termine la preuve du théoréme C.2. o
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