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Feuille d’exercices numéro 2

Intégrales

Exercice 1.— Préciser I’ensemble de définition et déterminer les primitives des fonctions :

2 _ 1 ar+b
fi(z) =tan“z, folx) =tanz, f3(z)= Nt fulz) = —
fo(z) = [a* =11, fo(a) = ﬁ, fr(x) =In(4 —z), fs(x)= ’95‘2/5-

Exercice 2.— En utilisant une intégration par parties calculer les intégrales suivantes :

a. foﬂ/ztsint dt b. fol tel dt c. fol xrarctanx dz
d. fol 2\/% dx e. fom arctan u du f. flx fb‘—f du avec n € Z.

Exercice 3.— Calculer a 'aide d’une intégration par parties les intégrales suivantes :

em/2

27/3
L :/ (rcosz +sinz)Inxdr, 12:/
w/2 1

w/4 x w/3 1/2
I, = / dr, I5= / xcos(2zx)dr, Ig= / arcsin x dz .
0 0 0

cos? x

cos(Inx)dx , [3:/ (Inz)*dx,
1

Exercice 4.— A l'aide d’une intégration par parties, déterminer une primitive des fonc-
tions suivantes sur leur intervalle de définition :

fl@)=@2—2)(nz—1), g(z) =21 h(z)= a:; L

Exercice 5.— A l'aide du changement de variable u = x + 2 puis d’une intégration par
parties déterminer les primitives de la fonction f définie par :

f(x) = (z + 2) arctan ( :1:+3> :

rz+1

1



4

— —7 et en déduire la valeur de

Exercice 6.— Déterminer une primitive de f : x —

V3
I:/ 2 In(z® + 1) dx
0

Exercice 7.— Calculer les intégrales suivantes (en reconnaissant, le cas échéant, une
fonction de la forme f(p(z))¢'(x) dz) :

w/4 2 0
11:/ cos zsin® x dx | 12:/ (14 |z —1)*)dw, 13:/ tanz dx ,
0 0 /4

o 3 3 2 2 1/2 earctan(2z)
14:/0 (cos®z + sin®z) dz , ]5:/14+x3dx, ]6:/0 de;

0 1 -1 2
xdx dx
= [ = [ = [ = [ e
T levi—at P ) VIoa? 0 -1

Exercice 8.— 1. Trouver une primitive de ¢(x) = z%sinx en effectuant des intégrations
par parties.
2. Grace au changement de variables u = 7x

/3 en déduire la valeur de I'intégrale

1
I:/ sin(mz'/?)dz .
0

Exercice 9.— Calculer les intégrales suivantes (on pourra utiliser des changements de
variables) ; lorsque les bornes sont omises il s’agit de trouver des primitives.

1 1 1

d d
A:/x\/&t—{—ldx (poser z = 3z+1), B:/ﬁ, C:/Tﬁﬂ (poser u = v1+ x),

0 0 -1

2
1 L x dx
D /x(x—i—l) n<x+1> xr (poser v a:—l—l)’ /x(x3—|—1) (poser a = z°+1),
1

1/2
0 y 3 a1 1
F = / L , G = /%dw, H = /\/1 — 22dx  (poser x = sint),
(2 4+ 1)va? +1 ) 2?2 +1 /
In2 w/2 .
I = /\/ex —ldx (posert =+e* —1), J= / 3T 2oos(a) dxr (poser u = tan(x/2)),
0 0



1 1 /2 2
K= | —=d =e " L= d M = —dx.
/ Ve —1 v (poseru=e™), / cos(x) + sin(z) “ /0 V1—22 ‘

Exercice 10.— En utilisant la regle de Bioche, calculer les intégrales suivantes :

/3 in2 /4 1 w/2
I = / B e L= / = dr, Iy = / cos(z) —
o l4cosx o6 SN2 o 6 —5sin(x) + sin®(z)

Exercice 11.— 1. Soit f(z) = %ﬁg Déterminer les primitives de f.
1

2. Méme question avec g(x) = cos®(z)sin®(z) puis avec h(z) = 2—.

Exercice 12.— 1. Soient deux réels a < b et f une fonction continue de [a, b] dans R. En
utilisant le théoreme fondamental de 1’analyse, démontrer la propriété suivante (appelée
formule de la moyenne) :

b
de € [a,b] tel que / ft)dt = (b—a) f(c).

2. Soit f une fonction continue de Ry dans R. Déterminer a I’aide de la question précédente
la limite suivante :

1 x
li — dt .
im /0 f(t) dt

z—0,2>0

Exercice 13.— Soit f une fonction continue sur R. Calculer les dérivées des fonctions ¢y,
9 et w3 définies par :
z? sin & x?
o) = [ g0 eale) = [ @ o= [ .
0 T T
Montrer que @1 , @9 et s sont de classe C! sur R.

Exercice 14.— On considere la fonction f : R — R définie par

2 2

f(z) = / arcsin v/t dt + / arccos v/t dt .
0 0

1. Pourquoi f est-elle bien définie ? Montrer qu’il s’agit d’une fonction de classe C! sur R.
2. Calculer f’(z). En déduire que f est constante et calculer sa valeur.



Exercice 15.— Soit la fonction I :]0, 400[— R définie pour tout a > 0 par
1
rlnzx
I(a) = ————dxr.
@= [ qr e
1. Déterminer des réels a, b, c tels que

1 a br+c

x(14+22) = 1+ a2
2. En utilisant une intégration par parties, calculer /() et en déduire lim, o+ ().

Exercice 16.— Soit f : R, — R définie par

x
343224+ Tr+5

f(z)

1. Déterminer des réels a, A et u tels que

_a A2z +2)+p
f(x>_x+1 2 4+2x+5

2. En constatant que 2?2 4+ 2x + 5 = (z + 1)? + 4, en déduire une primitive de f.

Exercice 17.— Développer en éléments simples chacune des fractions rationnelles sui-
vantes, et en déduire leurs primitives (en précisant sur quels intervalles) :

22 4+2c+3 2 4r+1 1
hel=—pm—7— PO=migrs A==y
Exercice 18.— En remarquant que q +x2§”(”12 T I +1$2 — 1 Jiw, calculer

X 3$2
10 :/O T+ (1)

pour un réel X > 0 et en déduire limx_, o I(X).

n 1/n n 1/n
Exercice 19.— Déterminer les limites de (H (1+ %)) et de (H (1+ %)) . In-

k=1
dication : prendre le logarithme pour transformer les produits en sommes.



Exercice 20.— 1. En utilisant les sommes de Riemann, déterminer les limites suivantes :

2n
i 1 ; 1 1 1
a) lim I — lim (2 +-L+...4 L
) n—+o00 p:;,'_l p n—-+00 (n+1 n+2 n+n) ’

2n

b) et pour a >1: lim > =%.
n%Jroop:n_Hp

2. Montrer successivement les inégalités suivantes pour tout x > 0 :

x? x3 ,

pour tout x >0 : sinzx < x, 1—?§cosx et x—ggsmx.

Indication : On pourra montrer la premiere inégalité puis intégrer entre O et y.
3. Déduire de ce qui précede la limite suivante :

2n
1
li E in(—-|.
n—1>r—iI-100 st (p>

p=n-+1

Exercice 21.— 1. Soit n € N un entier. Déterminer une primitive sur I'intervalle | — 7, 7|
de la fonction z +— (tanx)™ + (tan x)" 2.

w/4
2. On pose [, = / (tanx)" dx . Calculer Iy et [. Déterminer en général la valeur de
0

Ly + Lo

3. Montrer que 0 < I,, < n+r1 En déduire lim I,,.

n—oo

4. Déduire de ce qui précede les valeurs limites quand n — oo de I'expression suivante

- (P
S”_szﬂ'

k=0

1 2

5. En constatant que T = 243

montrer que

(=D
T”_Zk+1

k=0

E

tend vers In 2 lorsque n tend vers l'infini.



Exercice 22.— 1. Apres avoir justifié I'existence de primitives de z — In(1 + z) sur
| = 1, +00[, déterminer une telle primitive (par exemple en intégrant par parties).

(2n)!

nnn!

1
2. On considere (uy,)nen+ la suite de terme général u,, = ( > ", ot I'on rappelle que pour

neN, nl=1x2x---xn.
a) Etablir Iégalité suivante :

Vn e N, Inu, =

b) En déduire lim wu,,.
n——+oo

Exercice 23.— Pour tout entier n > 0 on note :

w/2 /2
I, :/ sin”(t)dt et J, :/ cos” (t)dt .
0 0
1. Montrer que I, = J,.
2. Etablir pour tout n > 2 la relation nl,, = (n — 1)1,,_s.

3. En déduire que pour tout p > 0 on a les égalités suivantes :

s R PR »
w= 1175 )5 21”“_Hm‘+1'

=1 =1

4. Montrer que 'on a les inégalités Io, 1 < Iop < Iop_1.
5. Démontrer que I,_1/I5,11 tend vers 1 lorsque p — +00.
6. En déduire que Iy,/I5,:; tend vers 1 lorsque p — +o0.

7. Etablir la formule de Wallis :

2
1 (v 20 1 2% (nl)*

m= lim — H ,Z = lim —L)z.
n—deo | - 21— 1 n—+oo . ((2n)!)




