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Formules de Taylor

Exercice 1.— Démontrer les encadrements suivants :

1. 2 — % <sinz < x pour tout x € [0, g]

2. x—g—Q < In(1+ x) < z pour tout x > 0.

3. 1+x+x—; < e* pour tout x > 0.
4.142-2<T+z<1+%-2 +Z pour tout z > 0.

Exercice 2.—
1. Démontrer la majoration suivante pour tout réel x :

‘ " r? 2t < |z|®
cosr — 1+ — ——| <
2 241 — 5!

et en déduire une valeur approchée de cos(1/2) a 1073 pres.
2. Démontrer que pour tout réel z > 0 on a

2

‘ln(1+x)—x+%

3

<_7
-3

et en déduire une approximation de In(1,1) a 1073 pres.

Exercice 3.— On se propose de démontrer le théoreme suivant. Soit f une fonction de
classe C? sur R telle que |f]| et |f”| soient bornées sur R; on note My et M, des réels tels
que |f(x)| < My et |f"(x)] < M, pour tout x € R. Alors la dérivée f’ est aussi bornée sur
R, et on a l'inégalité :

|/ (x)] <2/ My M, pour tout x € R.

1. Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 a la fonction f entre x et x + h,
pour z € Ret h € RY, et en déduire que :

oM, h M

)< 22+ 12




2. Etudier la fonction g définie sur R* par

_ 2M,  hM,
- h * 2

g(h)

et en déduire la valeur de infyeg- g(h).
3. Conclure la preuve en démontrant que

()| < 2¢/ Mo M.

Exercice 4.— Le but de cet exercice est de donner une autre expression du reste dans la
formule de Taylor-Lagrange.

Soit a,b € R avec a < b, et ¢ une fonction continue sur le segment [a, b]. Notons
m = infrepq 5 ¢(x) et M = sup,e(, ;y ¢(x) (rappeler pourquoi m et M existent!).
1. Démontrer que

(b _ a)”“
n+1

(b— a)"“.

n+1

g/b(b—t)"gb(t) dt < M

2. En utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, déduire de la question précédente
qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b _ )t
[ =0 ot a- b= .

n+1

3. En déduire le résultat suivant, appelé éqgalité de Taylor-Lagrange. Soit I un intervalle
de R, n € N, f une fonction de classe C"*! sur I et a,b € I tels que a < b. Alors il existe
c € [a, ] tel que

" B (g — q)"t!
10 =Y L 0+ G e,

Exercice 5.— Dans cet exercice on pose f(z) =In(1 + z) pour z €] — 1, +o0[ et

R et L N B (-1
un—;T—1—§+§—Z+...+Tpourtoutnzl.

1. Calculer f®)(z) pour tout k > 1 et tout x €] — 1, +o0[. Indication : mener le calcul pour
les premieres valeurs de k, deviner une formule générale puis la démontrer par récurrence.
2. En appliquant une formule de Taylor, démontrer que |In(2) — u,| < n+r1 et en déduire
que la suite (u,,) tend vers In(2).

Exercice 6.— Soient I un intervalle ouvert de R, 2y € I, et f une fonction de classe C?
sur /. Démontrer que

iy £ @0+ 1) + flwo — ) — 2f ()
h—0 h?

_ f”($0)'



Exercice 7.—
1. Pour chacune des relations de négligeabilité suivantes, dire si elle est vraie ou fausse (en
justifiant) quand z — 0 :

f)z*=o0(e") g)e*=o(z*) h)z*=o(lnz) i) Inz = o(z?

2. Reprendre la question précédente quand x — +o0.

Exercice 8.—
1. Déterminer un équivalent simple de chacune des fonctions suivantes quand x — 0 :

223 — bx 1 2+ e*
2 / )
flx)=2"—3x+1 )= —_ h =4/222+ 1+ — x) = )

2. Reprendre la question précédente quand x — +o0.

Exercice 9.— Soit a un réel. En fonction de a, déterminer un équivalent simple quand
t ~ . .
T — 400 de a“{jj;gx). Méme question avec z%sinx quand z — 0.



