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Feuille d’exercices numéro 4

Développements limités

Calculs de développements limités en 0

Exercice 1.—Sommes et produits
Calculer les développements limités en 0 a I'ordre 4 des fonctions suivantes :

1
7 —e", cosa:—l—i-gsinx, (x+1)V1+2a? sinzcosz, e"V1+u.
-z

Exercice 2.—Quotient et composition
Calculer les développements limités en 0 a ’ordre 4 des fonctions suivantes :

1 ( . ) sin x
——  exp(sinz), )
1 — a2+ 22 P T

tan x,

Exercice 3.—Intégration
Calculer les développements limités en 0 a ’ordre 4 des fonctions suivantes :

x
In(z +1), arcsinz, arctanz, / e’ dt.
0

Exercice 4.— Mémes types de calculs pour vous entrainer.
Calculer les développements limités en 0 a I'ordre 5 des fonctions suivantes :

In(z +1) sinz, V1—x—+1+z, sinzcosz, h}(SlHLL‘)’
x

z? 1 2 ’
e’ In(l —x), Incosz, exp<m>, In(1 + z°), /O—dt.



Application aux calculs de limites, de tangentes et positions rela-
tives en (

Exercice 5.— Calculer les limites (si elles existent) des fonctions suivantes lorsque x tend
vers 0 :

sinz—x 1+In(l+z)—e€® 2 1 1 1 1

1 —cosz " In(l+x)—In(l—2) sinz 2z’ In(l+z) e*—1

Y

3

Exercice 6.— Mémes types de calculs pour vous entrainer.
Calculer les limites (si elles existent) des fonctions suivantes lorsque x tend vers 0 :

sinx —x e’ —x —cosx sin 2z — 2sinx 1 1 1 1
z In(1 — 22)’ x? " 2In(l+4x)—2r—22" z In(1+4+x) sin’z  a2?
Exercice 7.— En effectuant un développement limité en 0, a un ordre a déterminer,

calculer 1’équation de la tangente en (0 au graphe de chacune des fonctions suivantes et
indiquer la position relative du graphe et de sa tangente :

A@) =VI+25—V1+ 2%, fo(x) = arccos(z)+cos(z), fa(z) = >, fu(z) = /w et dt.
0

Exercice 8.— Mémes types de calculs pour vous entrainer.

Déterminer 1’équation de la tangente en 0 au graphe des fonctions des exercices 1 a
4 dont vous avez calculé le DL en 0 et indiquer la position relative du graphe et de sa
tangente.

Développements limités en un point autre que 0

Exercice 9.— Soit f la fonction réelle de variable réelle définie par la formule :

2—+vVzx+3

z—1

fz) =

1. Donner le domaine de définition de f. En effectuant un DL a l'ordre 1 au point
x = 1 du numérateur, montrer que cette fonction se prolonge par continuité en 1 en
une fonction que 'on notera encore f.

2. En effectuant un développement limité a l'ordre 3 du numérateur, montrer que f
est dérivable au point 1 et donner ’équation de sa tangente en ce point. L’ordre du
développement suffit-il pour déterminer les positions relatives du graphe de f et de
cette tangente au voisinage de 17



3. Donner les positions relatives du graphe de f et de cette tangente au voisinage de 1.

Exercice 10.— Déterminer ’équation de la tangente en 1 au graphe des fonctions sui-
vantes et indiquer la position relative du graphe et de sa tangente en 1 :

f@y=z+2Vz—V3+z, glz)=V3z—-V2+u

Exercice 11.— Mémes types de calculs pour vous entrainer.
Déterminer I’équation de la tangente en xy au graphe des fonctions suivantes et indiquer
la position relative du graphe et de sa tangente :

)
o
8

2 1
— 3 i i7 Ty = —1, fQ(x) = 11](8111&:), To = —; f3(x> — ?’ Ty = 1

fi(x)

S

Recherche d’asymptotes et positions relatives

Exercice 12.— Rechercher les asymptotes des fonctions suivantes et donner les positions
relatives du graphe de ces fonctions et de son asymptote :

T+ 2

x+\/1+x2>
. .

filz) =2 o fo(z) = V(1 +2x)e/®,  fy(x) =In (

Exercice 13.— Meémes types de calculs pour vous entrainer.
Rechercher les asymptotes des fonctions suivantes et donner les positions relatives du
graphe de ces fonctions et de son asymptote :

filz) = Va2 +1e*  folz) =Var2 +1—-Va2 —1, fs(x) = In(Ver — e o).

Pour aller plus loin : ces exercices sont facultatifs et ne sont a
faire que si les précédents sont bien compris
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Exercice 14.— Calculer les dérivées n-itmes en 0 de la fonction f définie par f(z) = 5.



Exercice 15.—

1.
2.

Exercice 16.— Soit f la fonction définie sur R par : f(z) =zxe
1.
2.

Démontrer que arctan x + arctan% = 3 pour tout z > 0.

Calculer le développement limité de arctanx en 0 a l'ordre 4, et en déduire le
développement limité de arctan x en +o0.

. Déterminer 'asymptote en +oco de la fonction f(z) = 2? (5 — arctan x) ainsi que la

position du graghe de f par rapport a son asymptote en +o0.

22

Démontrer que f est une bijection de R vers R.

Démontrer que f~! est de classe C* et en déduire (citer le théoréme) qu’elle possede
un développement limité en 0 a tout ordre.

. En écrivant que f~(f(z)) = x pour tout = € R calculer le développement limité de

f~!' & lordre 5 en 0.

. Résoudre les mémes questions avec la fonction g définie par g(z) = 2 tanx — x (on

précisera le domaine sur lequel g est bijective).



