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1) Rappels sur les bijections .

Rappel : Soient I et J deux intervalles de K
.

Soit f une fonction définie auTf: I → R
.

On dit que f réalise une bijection de I dans J
si
ici, txe I ft ) ET

Ty et 7 ! -ce I ff4 =

y .



(ilsignifie qu'on peut voir f comme
une fonction de I dans J

f: I → J
Civil sognifie que cette fonction I →Jet byedire .

Exempte : ff4 = x
'

.

On peut voir f comme une fonction *+ → R
.

ÈüË J'
ttx c- Rt x2 e Rt .

Donc E) est vérifié avec F- Rt .
Donc on peut considérer f : Rt → Rt, xtsx?



Commentaires sur l'axiome cis : il signifie que
tout-élément det pop,ède audimat
antécédent par f. Acteur dit :
loin tout

y
c- J
,

l'équation ff4 --y possède

une et une seule solution x € Te
. .

Exe : f : A+ → Kt , xp x' est une bijection de

1Re dans 1Re ( preuve : cf- plus bas) . Donc :
pour t.ctre-elp.sit.ly , l'équation
à --y poccède une et une

seule solution se EIRT
-

"



Interprétation graphique de lait.
l' quatuor flutter f- cîepîîeètatives.li?:Iuni-fl4- a

donc fieffât y, #
pgrqledef

I. = [a, b) y. droite
d' équation

F- [ftp.flbD.flal - il y >.

"
ll'

x.tdqufk.tt ba

f : Itt
Etant donné yet résoudre l'équation f14 --y revient.
-

/
a

à trouver les
"

abscisses des points d'intersection de Cp
avec la droite horizontale d'équation y=ye .



fiis ⇐ toute droite horizontale d'équation
y =p (avec yo c-

J) coupe
le

graphe de f en exactement unpoint .

2) Le Th de la bijection pas d'un segmentavec f
strictement croirait)

# [de la bijection ) [aussi appelé Corollaire du théorème

des valeurs intermédiaires ):
Soit f : [a, b) → Attelle que :

( is f est continue sur [a , b]
44 feststrictement croissante sur Ea, b)

fla) -_ c et f(b) =D .



Alors f réalise une bijection de
[a ,b] dans [ c, d), c'est_ à - dire :

f. Rands ⑦ Axe fais ] ff4 e Cad]
au 1) ci

-

dessus { ⑦ Hye [ad] d.
se e [a. H ff4 >y .

*? -

- - -÷:
⇐ fla) -

-

;
| ix. l

a b

Application : matraque f: f453 → [4,13, xtx
est bijective .

"

a

"

s

"

c

'

à



Différences entre ce Th et le Tvi :
① Dans le Th de la bcjeehun on sonne f

strictement crachote alors
que dans

leTvi

cette hypothèse n' apparaît pas .

② Dans le Th de la bijection la conclusion est

Hye [flat, f143 7M x Etais ff4 --y
alors que dans le

TVI la conclusion est

Hye [flat, f143 Tais ff4 ⇒

Rappel (Tvi) : si f continue un [a. b) alors pour
t.iyVY-ean.is??!aan:mE::!*etel que flxl = y.



d-- f14 -

-
le Tvi s'optique
mais

pas
le Th

c =p (a) - *
de la bijection .

\ l

a b

Preuve du Th de la bijection :

⑦ Soit xe Ca , b) .

Alors a Ex Eb

donc

c-_flalEfthEflbtzfaIfeute.dnncftpeEsxd3@S.it
y c- [c. dis.

Par le Tvi il aide xc-G.bz
tel que ftp.y .

Il reste qu'à montrer l'unicité



d'un tel x
. Supposons que xeetxz conviennent

avec xp # xr . Quitte à permuter * etre
° - peut supposer xp Lxe .

Comme fest
strictement croissante - na :

y
= f41 Cftxa) = y

D'où y
< y , contradiction .

3) Comment vérifier les hypothèses empathie ?

⑦ f continue sur Ca
,
b ? : sonne

, produit,
composée, quotient de fonctions contenues

↳avec dénominateur quine s'
annule pas



⑦ f est strictement crevante : on utilise ceci :

Propriété : Soit f une fonction dérivable sur
un intervalle Ts telle que

f. '(x) > 0 pour tout se c-I (sauf
peut - être pour un nombre fini de valeurs

de x ) .

Alors f.est strictement croissante
sur I .

↳e : f44 = si dhnitvrefuhuf.IR→ IR .



iln'existe pas
de sa telle

÷÷÷

→ ⇒on

alien

fut- elle strictement croissante ? oui
Déf : Une fonction f-. I → R est dite

strictement croissante sur l'intervalle I

si i fonde I [ ⇐ Cà) ⇒ Cftx) < ftè)



Exe : ftp..se?venfief'lxl--3x's0 pour
tout xeltè mais j' (a) ⇒ .

O
- est dans

le cas où :

file pour retourner (sauf pour
une valeur de x : la valeur d) .

La propriété à - dessus montre que fest
strictement croissante sur K

.

mule eut| points et f4 >0

!
ii t' s :

pour tous les autres aek .

× Donc f. est strictement
croissante
sur IR

.



4) les rasantes du Th de la bijection .

lèvaûanten : f put être strictement décroissante .

Si f14 = b et f14 =D
alors ona dab

et f réalise une bijection de [ a, c]
dans [d

,
b) .

'et évident ⇐

Autain : si f. est strictement décroissante on

④les bornes de l'intervalle d'arrivée

pour qu' elles soient dans le bon sens .(
par rapport àl'énoncé à - dessus .



Ex : f44 = x

'

sur [a. b) = [- 3 , - 2) .

f. est continue et stat décroissante sur [as b]

avec fla) = 9 et f14 = 4
.

Donc f réalise
une bijection de [- 3, -23 dans [4,93 .

-

Etpas [s, 43, évidemment !)
Dans la 2è variante on va revenir à f
strictement croixante G. un que ce soit

plus clair) mais on peut combiner les

variantes entre elles .



Lèvre : f n'estpas définie en a -

f est continue et strictement croissante
sur Ja

,
b)

⇐

.

On replace l'hypothèse
"

f14 = c
"

par
"

xliçaffx ) = c
"

.@utuneleminaidoitdLssocsent_endu_.x→a avec relais]

On a comme conclusion
que freddie

une bijection de Ja
,
b) dans Jc, d) .

-
Dans cette variante on l
autorise à ce que

on ouvre

3%Eaiikhk.ua %



txenple .

. xp :] -o, → IR

est contenue et strictement croissante sur
7-o.O] et on a :
-

a

"
b

"

fifa ep (x) =D = c

÷
"

exp (a) = 1- =D
"
b

donc
ep
réalise une bijoutier de ] ,

dans 30,13 .
a b

"

c

"

oe



Jvariante-s.fr continue et strictement
croissante sur [a , b [, avec
ftp.c et Gg ft -_ d .

Alors f réalise une bijection de Ca
, bc

dans le , et [ .

On autorise b = c-a
,
D= +a

.

Les variantes se canulent:

⑦ eu : ] - o
,

e-- [ → IR cantine et

strictement croissante sur 7-a
,
+ - [

III. Trkl -0 et 1¥
. .

euh = ta



donc
ep réalise une bijection de ]- a. t-[

dans 30
,
+- [ = 1RE . Ç

⑤ ln : 30, +- [ → Rest continue et
strictement croix ante sur 30

,
ta [ .

Gna fin lntek-aetfgnful.tw
donc la réalise une bijection de

30
,
+ a [ = IRÊ dans K-I-o.to [.

④ÜIRÂR
,
xtsfe est continue et strictement

décroissante sur 1RE axe :



¥: E et ¥:* Eee
(sous -enfndu-Dpncirealiseeene.aeIRÎ

,

donc

÷:÷:÷ïËz¥ËÏ
II Bijections réciproques .

DDofni et première propriété .

Soient I et Tdex intervalles de IR



et f une bijection de I dans J-

Déf : On appellebgectionrecimqe-deff.aealors réciproque , ou parfois inverse)
la fonction de T dans I qui à

tout

y c- J associe l'unique antécédentdeg
par

"

f. 6. notre f1 : J → I cette

bijection réciproque .
: exp : IR → 1RE est bijective (cf . a- -

dessus) .

Sa bijection réciproque est lu .



Auteur : par définition de f-1 :

V-xeIV-yetfy-fl.es) ⇐ (x = f-
'

(y)) .

Ici. #ne IRHYEKÎ (y
-

-

é)# la = lny) .

Propriété Si f. I -ST et bijective
alors f-1 : T → I est bijective elle aussi
et la bijection réciproque de f-1 est f :
f-J' = f .

On dit que foot f-
se sont des bijections réciproques

l'une de l'autre .



Ey : xtsx est bijective 1Re → 1Re et sa

bijection utroque est IR #→Rex
- fu.

④La notation f1 (etla notion de bijection
seringue) n' ont AUCUNSENS si f n'est

pas bijective .

Ex :
sine n'a aucun sens car

sin : MHR n'est pas bijective~

[on verra plus loin qu'en restreignant sén à
[- E , E] elle est bijective et

alors on peutparler



de sa réciproque ] .

I : Dans un repère ortho .mal, le graphe
d'un biplan f et celui de sa réciproque
sont symétriques par rapport à la
"

première bissectrice
"

(qui est la droite
d'équation y = x) .

) g-

x-p#



Si on
tourne le

dessin précédent ni

à .me?i!e?im y /



heure et illustration du Th:
• graphe defr1

map

¥ -
- - -

-
-
-

,Ë÷ÏË
sexy
2

Le point de coordonnées fx, y) et
celui de coordonnées

(y , n) sont symétriques par rapport
à la À bissectrice

.

siy-fdlep.int tuy) décrit le graphe de f
tt le point µ,x) décrit le graphe de f?

car f-1 (g) = x.



g- à y
-x

Exemple : y

1- - -
-Ë

t
°

1

2) Continuité.

¥ Soit f continue , strictement neutre,
et bijective de I dans J. Alors :

f-
1-

est continue etstrictementmonotone

sur J,
de même sens de variation que f.



hey :# Stricte monotonie : pour simplifier msn.rs f
strictement croissante

.

Soient
ys , y,
et tel

que ya < yz .

Montrons
que f-Tyr) cf

-

(ya) par l'absurde :

on suppose f-
' Cyr) > f-

"

Cyd .

On f est croissante donc :

y# f1 f-
'

(yep > ftp.ilyzD-yz .

Ya > y, contradiction

⑦Continuité : supposons encore que fut strictement
croissante sur I .



Soit J EJ.
Montrons

que f-
' est continue enyr,

-1 - 1 -1

i. e- fige fth-lfg.fm = ftôt .

-1
-1

Montrons seulement lyiçy+ fly) = ftg) (enalgue enJY .

hihèusèqmt : ilsuffit de montrer que
pourra

toute suite strictement décroissante

Lyon) de points de J qui tend vers J, on a :

LEE
.

fïyn) =p
"

là) .

S.it type une
telle suite

.
Pesons xn = f-

"

(ya) .

Alors ten) est strictement décroissante car f-1
est strictement décroissante .



Posons aussi à = f-(8) .

Alors on a :

V-newyn7.tt
donc en appliquant f-1 qui est croissante :

Fn en ⇒ * '

pLa suite Gen ) est décroissante et minorée
donc elle converge vers un réel l>à.

On a xn > l > à avec à
, un
EI

donc l c- I
.

On a un =±k et feta tenue en

donc
y flan) me fll) .



Par definition on a fié yn = J .

Par unicité de la limite : j' = f14
donc b- f- (g) = à .

1N

Bilan Pour toute suite Lyn tristement décroissante

qui tend vers J, on â
"

montre
que

f-Hyn) = xn tendres f-451 =L
.

Ceci termine la preuve .

⇒Dérivabilité .



Motivation : Supposons que f. est bijective Ià,
désirable sur I

,

et que f-
'
estdésirable

sur T . Alors pour
tout nez on a :

Lf : f) te = f-
'

( f (xD = x
Par hypothèse on peut dériver cette relation :

f)
'

( f47#(a) = 1
Rappel : la dérivée de g.fest (g

'
- f) xf ' .

Onuit que f14 #0 ftp.Y#À.



Auteur : si fet f-1 sont désirables
sur I Ærespectivement
off f ' ne s' annule pas Hur I,
et cf

-

J
'

( flan = % .

EI : f : sensé est bijective de 1Re dans 1Re

mari f40) = .

Donc sa bijection
réciproque f-

'

= 5 n'est pas
dérivable

en l
.

¥7 µImplication réciproque .


