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I intervalle de R
, x. c- Ii noter , Clegùphedef.

Si f dérivable en x. alors la paire en Ko , flx.)) une
tangente dont f4 .) est le coefficient
directeur et qui a pour équation :

g-- f44 te - a.) + flx.) .



Question : quelle est la position relative de

la courbe et de sa tangente au
voisinage de x. !

SUppos.sn# ( pour simplifier) .

Supposer, que f pondre un DL de

la forme :

f. (a) = a. + aexxapx
"

+ olx ')
avec pzzetaft-fmsinf.fi??:r-

dont le coffraient estnul .



((exemple : ftp.sina → sir x = x - Ë + OLXY
donc p =3, a. =

0
, as = 1 , az ± ¥$

Alien :

(c) L' équation de la tangente aupointd'asbsàxeu
( i. e. au point le flop) est :

y = a . + as x

En effet en a vu que si ff4 -

_ a. + aie + qxkoti
alors ftp.ao-oyx-olxf est le DL à l'ordre
1- de f end , et que dans ce cas on a



ftp..ae , f dérivable end et j'6) = as .

Donc une quartier de la tangente et bien :

y = flotte - e) + flot -- ftp.e-flol-anxxa . .

Cii) On va déterminer la position relative de
8 et de sa tangente au voisinage du point de l
d' abscisse 0

.

En effet ena :

f.(x ) - lama, x) ⇐ ap
x
'
+ coté)

ap
x

"
car

ap f-0

(( en effet apte donc apxlxolntl-apx-t-olapxlrap.ae '))



donc ¥; bH!!÷a =
e-

donc
pour x suffisamment proche de 0 on a:

ftx) - (a. + aise)
Ç

so

i.e.

ffty-lao-anxjestdusignedeq.at#1Mcas-ppairetaps--
.

Alors pour
tout x-p Oona :

ap
x
'
> 0

donc pour
hit

* assez proche de 0 on a :

f14 - Camara) > 0



i. e. flx) > a. + an x .

Donc la courbe Cest ai desa

tangente au voisinage du point d'abscisse 0 .

¥ : ff4 = e
"

= 1+ xx f- + oto ') donc ap
-

_ Ex
-

a.+aie p =
2 pair

Eq de la tangente : yeux
, .

taff.at?y=a+r
i.

e. :

Lepoutre# !



Af : ce qu' on obtient dans ce paragraphe est
un comportement locale près du point flop :
quand on s'éloigne de ce pointil peut se
passer

n' importe quoi , par exemple :

ici on est
"

loin
"

du

point * = 0
donc il peut

Traîne #¥:L?
ci - dessus :0 làEtte



2ème :

p pair, ap .

Alors : V-x.cl#apx ' LO dare pour
x

assez proche de l e-a ff4 < a. taux :

la courbe Cest en - dessous de sa tangente
au voisinage du point d' abscisse 0 .

-

3èmes :

p impair, ap
> 0 .



Alors apx
"

> 0 pour
se >0[

px
'
ce p.mx ce

Donc pour x assez proche del, ff4- (amarre)
est du signe de x. Alors la courbe C

traverse sa tangente; on dit que le
point (O, flop est un point d'inflexion de C.

Ex : on a vu que
taux

= x + + olé)
donc p =3, a. =D, ar = 1, az = f-

Gna bien
p impair et ap > 0 .



C est au - dessus de sa tangente pour xD proche del
et en - dessous pour x. 40 proche de 0 .

i l
' i tangente el

i /! agi:
l

l

-Ë '

Fk
I I

i l§ l'
apprenti:L:*| \ liftai"



kècas :

p impair, ap
co .

On a aussi un point d'influer :C traverse
sa tangente .

C est au - dessus de sa tangente pour *# proche del
et en - dessous pour xD proche de l .

Ex : ftp.sinx-x-z?-oLx)tayotedeqy-- se

-



3) Etude locale et DL en x. f0 .

Déf : Soit f : I → IR et sa e- I.

Un développement limité de f à l'ordren
est une expression de la forme :

ff4 = a. + a, G- a) + a. (x - x.l'x.+ ante -attelle-§
où se tend vers xo ,

c'est - à - dire :

ftp.EEaelx-aot-okx-H) .

D. ici x tend vers xo
Pointclef : ceci est un DL défense



si et seulement si

flx.tk) = a.+ arhx . _ + an h
"

c- olh)
= Ê

.

aahh + ollî)
estun DL en 0 à l'orden de la fonction
htsflx.tk) . ¥ihtmdv
-

En pratique on utilisera toujours
cette remarque , qui revient à faire
un changement de variable .

.



x = x. + h i. e. h = a
- x.

de telle sorte
que

" ÷ → % ⇒ h → 0 .

TOUTES LES PROPRIETES DES DL en A SONT

ENCORE VALABLES en x.
GRACE A CETTE REMARQUE

.

Exemple : ftp.f-x ; on cherche le DL

If en x. = 2 à l'ordre à

%""

g
a- ffzth) c'est-à-dire flx)

avec

x-ex-tr-2-fglht.FI-

_Æ
On veut comparer les DL mais celui qu'on



connaît est ft avec ce → 0
.

Il faut avoir Æe avec quelquechose→1 .

Comme 4th ne tend pas vers 1 (quand h →§
on va le factoriser par un équivalent simple .

Ici 4th → 4 donc

4xhr4p@qe4t-DGreaithxh-_4l1-hzJdou.glht
- F-=FÆ=2Æavec E#
donc on peut composer les DL :



=ê(t-Elle :(E) Htt?ÏoÆD
--4kf - + olé)

glee 2 + f- - + olé)
Il

ff+4
Pour conclure on repasse eux avec

2=2 -1k c'est-à-dire h=x -2 :

ftp.z-i - %! La
.



Application à l' étude locale
-

:

On super que quand se → xo on au
DL de la feue:

flx) = a.tqfe-x.i-aplx-x.I-okx-x.lt)
avec

p >
2
, ap #

0
.

Alors la droite d'équation y
= au# aide - re)

est tapote au point d'absence xo à lacombe
Crgnèsatatmedef, car a. = ffx. ) et
f. dérivable eux. avec ap = fifa) .



La position relative de la etde sa tangente
est donnée

, avoisinas dupointd'àbseilcexo,
pour le signe de ap Ex -a)

P
.

Gna 4 cas exactement come lorsque o_0.

4J Recherche d'asymptotes .

Soit f:[a, + a[ → Rs .

Notons la courbe représentative .

Rappel : si ff4#sol avec lek, on ditque
la droite horizontale d'équation y

=L est

asymptote à C "

au voisinage de ta :( ou
"

en ta
"

).



-

gobain d'équation y =L1--

nv=
Déf : Une droite d'équation y = a.

+aise

est dite asymptote à C au voisinage de ta

(ou : en + a) si

fin
.

f44 - (a. eau) =D .

¥ :
Si a

,
--0 on retrouve la déf précédente eton{ parle d' asymptote horizontale .

Sia
, #0 on dit qu'ils'agit d'une âme .



-

¥uËüËË¥÷÷÷ordonnées

droite
.

d' équation
y
=

aux

*

x

N1 : une fonction définie sur [a, ta [ ne parèdre
pas toujours d' asymptote; par angle avec

en-@



ftp.lnxona le graphe suivant :

+
end on a une asymptote verticale qui est l'axe ,

d'équation x-D, mais ce qu'on étudie ici cesont

uniquement les asymptotes quand se→ +a (ou - a) .



Nf : la courbe représentative de se # lux

a tendance à être de plus en plus
plate quand se → e-a mais elle n'apas
d'asymptote .

On dit qu'elle a une direction

"lymphatique }
Positionnelle : supposons que lorsque x#

On a une eprrssèen de la forme :

ftp.a.c-aex-bz-o (E)
avec p> 1- et

le f- 0 .

Unetelle expression



s'appelle un développement asymptotique .

Plus

généralement un développement asymptotique quand
X#a est une expression de

la forme :

ftp.c-nxn-c.nu à
- '

x.
-

+ c + ce - Être + off)

ftet-E.me#+olE) à" Yin

On peut avoir des termes qui
se

Io (les É = eçàh
avec le

conquis entre - 1
et -

n) , un terme

constant c. , des termes qui =P
les ¥- avec 14k Ep ), etun heure d'erreur o (¥) .



D. le terme "

développement asymptotique
"

est tres

général alors que
"

DL
"

est tres précis
(x tend vers un réf x. et on a un

polynôme en x -a.) .

Exemple de développement asymptotique qu'on
obtient en patrie :

ftp.x-E-za-ok.at
quand se → + - .



Positionnelle : supposons que lorsque x#
On a une qpresséen de la forme :

ff4 -

_ a. c- aie - ¥ + o (E)
avec p> 1- et

le f- 0 .

Alors
:c, la droite d'équation y = a. c-anse est

asymptote en ta à C
, puisque

f4) - (a. + arxt-fp-MEIIIT.se .

la position relative de le parapente



cette asymptote décode du signe de le :

f44 - (a. + a. x) = ta c- oh#
~ ¥ puisque

le
# 0

donc f4)- (a. + aise) et du signe de Ç
pour

x assez grand .

six-t-etbI.no flx) > a. tape
Cestau - dessus de son asymptote .

Six-et Test en -dessous

Si x → → on adapte en tenant compte de



la parité de b
.

Lenny : Soitfetg deux fonctions telles que
ftp.I.e.glx) (avec meth ou x. = #-)
Alors ff4 et glx) sont de même

signe pour
tout a assez proche

de xo .

Pye : En supposant glx) # 0 poux toute assez proche
de no on a ¥ççbg¥ = 1 donc pour x

assez proche de x. on a ff4,30 :

ff4 etgte) sent du même signe .



Exemple : ff4 =Ça avec se → c-a
.

On cherche à faire un développement
asymptotique de ff4 quand x - t- en
utilisant des DL

.

On veut utiliser le DL del : Fee = - . . .
quand E → 0

.

On factorise par un équivalent
simple de ÷÷ :

en a II.÷!
d'

üfpy =FÉ
-

= x car se > 0 Corse →ta



Problème : écrire I= = 1- e- e ânesse.

Salut . ( facile !) :
e = ÷ - t done :

ftp.xf?=--xF=-eT
-
tend bien vaso

ftp.xp-F-e.IT quand se#a

↳ simplifie cela au
maximum

ftp.xf -¥
"



On peut composer les DL car ±÷ :

ftp.xlt-i Ex¥ - il

÷

÷
m'→ - E

donc

Ë -

- E- + cet:-) M€14
⇒¥



ftp.xlt-EXE-EE-iol?DflxI--x-± ÷ - E E- + OH
-
↳ ce terme n'est pas sous

la
bonne ferme

:# = TES = 1- +÷ -
Ià - 1
donc

= 1 t
÷ -

_
tout=1+E×¥#màümuYâl'expression on va

trouver un développement ff4 = se + f. + oct) ce quin'est pas allez précis .



= 1 + ? ( tt Écoles)
en appliquant le DL = un tofu) ancre ?-0

Donc :-, = 1 t ¥ + % + cet E) .

On remplace :

f44 = x + ± ÷ - f- E- + cet :)
= x + Et f- E- f-↳¥) - JE eotd

Æof
= xt f + f- ! - MEI .



Conséquence : la droite d'àq . y
= se + E

est asymptote à Centa , et la
courbe Test au - dessus de son asymptote
(car II >0 p.mx → e-a) .

NY : on aurait pu
trouverplus rapidement

ce développement asymptotique en écrivant

ftp.x.E-xf#-a--x(1-ZJ"

( cf . poly) .


