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Ih Soient I un intervallede IR
,
et a : I→ IR

une fonction continue sur I .
Alors

les solutions de l' Equation différentielle

I@t_-atytteI.sontexactement les fonctions de la

forme
yup = \, et

"

où A est une punitive fixée de a sur I
et X est un réel quelconque .

NI : L' espace dessolutions -est un e. v. de dieu 1 dont tte
""
est une base .



T-t-q.Diff.de#he11Jlecoshemogi-:y'--ay- (suite) .

EI : résoudre y
' ( t ) = f- ylt) sur I = 1K¥ .

Gna : alt ) = %
On chenil Alt ) = ln It) et les solutions sont :

y ( t ) = debut =
It

,

I c- K
.

Renaquit au lieu de lnlt) on aurait pu
chair Alt) = but + c avec c c- IR à

notre convenance
.



Gnanait trouvé yl-4=4 eht
"

= Ité

= L' t avec L' = Lee .

On trouve le même ensemble de solutions
(heureusement !) mais paramétré différemment .

Parce la fonction yltl = 2T est obtenue avec 1=2
enpavot Alt =

but
,
et avec 4 = § en

prenant Attisent) +5 .

Renouf : dans ce Th il est crucial
d'être sur un intervalle

. .

Si
on

veut →ordre y
'

14 = f. ylt) sur ¥



(avec ☒ = ] -q o [ v30, ta [ qui n'est

pas
un intervalle) : on la résout setauket

sur IRÊ et sur Œ ce qui donne :

It
Antek#yltl -- Fat point c-Œ

ici 4
,
et 4
,
n' ont aucune raison

d' être égales si on cherche
y
:#→ IR

solution de l' èq différentielle .

2JAnecsecondmenbe-ft.ge un ordre 1linéaires)



C'est (E) y
'

(f) = altylt) +blt)
i. e. (E) y

' Lt) - alt) ylt = b(¥_
s'appelle le
second membre

Prep : Soient -1 un intervalle de /R

9,6 : I → ☒ continues

yo une
solution particulière de (E) .

Alors les solutions de (E) sont reculement les

fonctions de la forme

y (A)
= de

""
+ y.lt) avec Lek

où A est une primitive fixée de a sur I
.



Idée :

y
solution de (E) ⇐ y

= J +y.
avec g- une solution

de

l' èq homogène associée-4=4
,

i-F-a-i-T-e.fm
: ⇐Si yltl = LEAH +g. ( t) alors

y
' ( t) - altlyltl-tate-yi.lt/-alt#Tt-iyltY--yo'ltl-altlylH--blH

⇒ Soit y tq y
' ( H - alt) y (E)

- bit) .

On sait
que : gilt) - alt) y.lt/----blH .

On soustrait neutre à membre :

(y
'

CH - gilt) - alt) ( HH - go /4) =D .



FÉg
Donc y

-

y.
est solution de l'q homogène

associée à (E) .
Par le Th de 1J

,
il en>te

\eKtqyU-y-4=heÆ.⑤_
Probleme : comment trouver une solution

particulière ?
chercher une sol . partie . quiParfeiégjnlle

au
2^1 membre blt .

[ "Hae]

: y
'

( t) = le ylt) + 1- ,
t c- IRÆ



ici alt ) = 1f et but = 1- .

Sur cet exemple en voit mal quelle
solution particulière on pourrait trouver !

3JMethodedelavaiuationdelaconsknte.ciest une méthode qui permet
de trouver

une solution particulière d' une èq diff
linéaire d' ordre 1 avec

2^1membre
.

Elle fonctionne à tous les coups (sa #
réserve de savoir calculer une certaine primitive) .



Principe : on va chercher une solution
c'est la constante 1

particulière sous la forme
J ( t ) =eA

demain au II

qui
donne sol - éq -

hon;

on fait varier
cette
constante

avec 4 fretin I → IR de classe T?

On remplace ylt par c) ( t) et
"

dans(E)
,

et on obtient une condition sont pour que
ce soit une solution

.

Gn trouve ainsi une

telle f-chiens , donc une solution de (E)
.

Défragmente :



yttl-ak-lyltl-bk.tl⇐ l' Ite
""+H¥t=dtÂÎ

+but

⇐ l' Lt) et
'"
= b (t)

⇐ t' ( t ) = b ( t) e
- Al "

⇐ ] est une punitive sur I de
la fonction tts lutte

-Al "
.

Erpiahyue on
calcule une telle primitive

et on obtint que ylt/ = Ht) et
"
estune

solution particulière de (E) .

EY : y
'

/ 4 = % y 14+1 au IRÊ
.



Solution générale de l'èq bien associée :

y 14
= tt (va au 1) avec tek .

cherchons une solution sous la forme
yltt-hlttaoeck.IR#-.lRdeclasxT ?

On remplace :
t' lut + =çç + 1-

(à retenir : on doit toujours avoir une

shplificat.vn de ce type à cetendroit
⇐ L' Lt) = € .



G- peut choisir HH -_ lent

ce qui donne comme solution particulière

yltt-tlnt.laProp donne alors toutes les solde

j' ftp.1.yltl-1 sur 1k¥ : ce sont les

fonctions

ylt-hst-tlnl-aveche-R.LY/WdehedeGuehy.6n
appelle publènedeahy la donnée d'une



équation différentielle linéaire d'ordre 1
(homogène ou avec second membre) et

d'une conditio.initiale-delafomeylt.ly.
avec

yo
c- IR et toc I .

Ex : résoudre:p [ y
'G) = f- y IH +1

vÜ - y (1) = 2
l
to = -1 c- /R¥ Jo ±

2€ IR

Pour résoudre ce problème de Gauchy
on suit la methode gehehale de



résolution : on obtient

ylt = Et + tlnt ouah
,
€112

.

G- évalue alors en
E- 1- pour Komachi.

2. = y (1) = te +1ha) = ke
donc h

,
=
2 et fylyi-zt-tlnl.fi

¥ Tout problème de Cauchy [pour une diff
linéaire d' ordre 1) pocsède ¥ et taule

solution .

Prez : les solutions de ¥4 = alt) y f4 +blt)



sontde la forme y (E) =
7. et" c-g. f4

avec yo ( t) une sol
- particulière ( qui

existe toujours grâce à la variation de

la constante) .

la constantes doit vérifier :

yo =ylt .) = h et "" + g. ( to )

ie : 1. = %¥i¥÷
Ilya bien 1 et 1 seule valeur det

qui convient .



Interprétation graphique des solutions d'une èq diff
line-ainedo-e1.mu#t==yt-1

les solutions sur 1k¥ sont les fonctions
ylt = It + tlnt ouah

,
€112

.

On dessine le graphe de ces fonctions pour
différentes valeurs de la constante ke .

*"

:

¥-10

✓



On peut considérer les courbes ¥ qui

representent le f- Murs y ftp.t.t-tlnt .

Gnv.it#e :

④ f4 # ¥ les courbes ¥
,

et Qi
,

nese

coupentpas
④ Toit point Et,g) avec xv estar
l' une de ces courbes : elles

remplirent le demi- plan } -t > 0 } .

V-lt.id.HR?-xlR7!I*c-Rt.4yt-cGi
Cela signifie exactement que pour tout



( f., g.) c- IRÊ ✗ IR le probleme de Gauchy
associé pociède 1 et 1seule solution .

Ce sera toujours le cas , avec
n' importe quelle

e7duff1dlnohe1lineai@IEq.Diff
.
linéaires d'ordre 2

.

C'est une Equation die la forme :

j'14 + alt) y
'

+ bltlylt) = alt) , 1- c- I

↳second membre



où a
,
b
,
C : I → 1K sont continues

.

les fonctions

eqahoijesie%7E-7-o.VE?.En?iiijE-n
alors un espace

vectoriel
.

P-HènedeCauhy_
6m appelle problènececârhy la donnée d' une

équation différentielle d' ordre 2 linéaire
,

et de conditions initiales :

{ y ( to) = y.
Y
' ( to) =

y !
avec to EI

go.yl.HR .



[admis] Tout problème de Cauchy puede
one Nine seule solution .

¥ .
.

on
lance

une bille verticalement .

On note ylt) l'
altitude@la bille au

bout de t secondes -

Acceleration
y
" It)

E Fence eeucés = my
" ( t) avec m basse de
- labiale
↳si iln'y a que

le poids : mg
(en animant l'axe vers le bas)

y emmètre
m en kg et g # 9,8 (unités . i .)



→ équation différentielle my
"/tt.mg

j' 14 -_ g.
D-nnu-ini-t.at à l' instant 1--0

on lâche

la bille à l' altitude yo
avec une vitesse yd

y vérifie :

y
"

(f) = y a - a
bien

unprobleme
y (e) = Le de Cauchy↳ (e) ⇐ y !



Corollaire : L' ensemble des solutions d'une équation

différentielle linéaire homogène d' ordre 2
est un espace vectoriel de dimension 2

.

E-
- {gettin, V-tc-T-y.lt/+al4y'l4tblHyltl--0}
Paye : E est un sous - espace vectoriel de CYI.IR) .
Fixons le c-I

.
Considérons

y : E → À

y → lylt.ly ' It.)) .

q est linéaire

qestbijE.V-lyo.jo/c-lR3-!yc-Etqfylt.)-- y↳ c'est l' existence et y
' ( to) =y !l' unicitéde la solution du probleme de Gaby.



G- a q
linéaire bijective E → LÀ

et dem IN =
2

donedimE-2.lk
: plus généralement, les solutions d'une

èq diff linéaire homogène d'ordre n
foment-paumdddnem.mn .

Dans la suite e- se restreint au
cas où les coefficients sont constants .



2) Equations homogènes à coefficients constants
6- vaut résoudre y

"

It) + a gilt) + bylt) =D

¥
aetb sont des réels
#

pas descend
( =- des constantes) membre :

et
pas des fonctions . éq - homogène

Astuepauvs-o-decettee-q-i.hucher des
solutions sous

la forme ylt/ =
ert

.

y 'H= re
"

retry" (E) ⇒ il est
.



j' IH - ayH-ibylt-oc-r.ee?t-arert+bert=0
⇐ @+ as + b) e

"
=D

⇐ à+ar+b=0_
s'appelle l' équation caractéristique de l'q .

ThÏËË Si l'equaho-ii-ar-b-oa.tt
ponette 2 racines réelles distinctes mets

,

alors les solutions de
y
"

lttayilt) + bylt -0

sont exactement les fonctions de la

fgrmeyy-p-leih-t-eektavech.net .



ËÊISi l' équation caractéristique n'+ar-cb-lp.liède une racine double ré-Eaton les solutions

sont les fonctions de la forme

yltl-her.tt/t-er.t-avec4pec-tR .

ËTÊSi l'équation caractéristique n'+aube

poliede 2 racines complexes a- raides _aÊ→
avec

J
= FD =☒ ,

alors les solutions sont

les fonctions de la ferme :

yltt. e-
#( tas (ft) -vs:(Et)

avec Xp c-R .



D'àÛéÛËiÉç⇒Ï Pour le comprendre
on va temporairement chercher des solutions
à valeurs complices de notre èg diff.

y : I →
E est de la forme
ylt-yjt-i-iy.lt)

avec

ya, ya : I → R
.

Suµ ☐ < 0 : alors en prenant
rez = -a-zi→ et r

,
= -a+z

les fakirs y ftp.ekt et yay =
est



sont des solutions à valeurs comptes
de y

"

-41 + a y
' It) + by -41--0

pour r complexe , r = utiv
avec u

,
r c- IR

,

ent = e@ + int = eut e.int

et
=
ent ( cas Gt) + e- si- (rt)) .

On peut vérifier que la dérive de cette fonction
est bien r est

.

Do -e en puant y (f) =
erat

on
erat

on a
bien une solution (à valeurs complexes)



de l'Eq diff. De la même façon qu' en 4)
,

il est raisonnable de penser que les
solutions à voleurs complets de l'e}diff
sont les fonctions de la forme

ylt-iekt-qektaxct.pe .

Cela revient à dire que les fonctions
1- ↳ erit et 1- me " fermentne
fouille gèènatnie (en fait une base) de l'espace
vectoriel des solutions à valeurs complexes de
l' ez différentielle .



Rapid re = E - i E
r
.
= E -

i E
•→☒

e
"
-

t

= e-¥ ( cos ( Et) + isin Et))| erat
= e- ¥ (os ( ft) - i si. Et

donc e"t_e =
e-
¥

cas (Et){é%tà =
e-
¥
si .Et .



On en abolit que

(e-
¥
↳ (ft), e-

¥
si- ( Et)) feme une

base de l' e -v .

des solutions (à valeurs
complets) de l'èq diff . Toute solution
Neant :

I e
- ÷

cos (Et) +µ
e-¥ s.nlEt)

= e

-¥ ( I cos ( Et) pusi . Et))
avec 4.y c- &

.



Parmi ces solutions
,
celles qui sert à valeurs

réelles sont celles
pour lesquelles tu c- R .

-

Pnuveouith : o - nènfie que les

fonctions du Th sont bien des solutions
de l' èq diff .

( i) ylt -- her
"
+,
erat

: ¥
(on a vu que

tt est est solution

pour haute racine r du polynôme Xerxès)
Puis linéarité

.



(c) D= 0, Roxanne double de Ètats .

Il suffit de vérifier que yl-4-te~tests.lk .

parline-arit@yYtl-_er_t_r.terot
y
"

ftp.r.e?t-r.er.t-r.2terd--2roe~t-rit-eot
.

Y
"

Htay 44 + by It) = § .
+ rite
" t-ai-ar.ge"

+ bt est

=
Et☒ + ar

.

+ b) t + ( 2s. + a))
→ Y



= @
¥ cours = ¥

do-
ey
est bien solution de l'équation différentielle .

(iii) eeerùa .

Particulière : montrer que ce sont les

pulls solutions
.


