
À •un chapitre 5
MDD 151H Equations différentielles linéaires (3/3) "ÎÎËÎIl DD

IEq.Diff.line-aiusdlohe.LYEq . homogènes à coeff. constants.

y
" (t ) + ay4tl-ibyltl-_ot@a.breelsfixes

Equation caractéristique : rt + an + b ⇒ .

Discriminant : ± à -4f .

:C) Site les solutions de ④ sont les fonctions de la forme
y (f)

= teint +peint avec t.ge c- K



où rare sont les 2 Solutions dert-ar-b-0.lv)SiD=_ :

y (f)
= he-t-qter.tax.yc.IR

où ro est la racine double dest-ar-b-0.li⇒ site : y E) = e-
Et
(has (Et -1min Et))

avecla,µeK
où d- = FAITH.

On a vu au dernier cours :

⑦ lien entre Ciïy et via exponentielle complexe .
☒ le fait que toute fonction de la forme annoncé

est bien solution de ④ ( laine enemie parfois) .

Montrons que toutes les solutions de ④ sont



bien de la forme enrouée
.

Soit
y une solution : j'(E) + ay 'AI + by /4=0 .

(c) Cafe : r
,
et rz sont les racines du

polynôme ✗' + a ✗ + b donc :

{ 11 + rz = - a

rire = b

( feux : X-ia.X-b-CX-rdlX-rj-X-GirdX-r.az)
Donc y

"

(t) - (mtn) y
'

It) + rp , ylt) -0 .

(y
'
-

my)
'
- r.ly

'
-

my) =D .



Posons 2- = y
'
-

my .
Alors 2-

'

( t ) -zz-lt-l.azest solution d' une èq diff linéaire
homogène d' ordre 1 à coeff. constant :

3-pc-KV-tc-T-z-U-1-yyekt.D-yYH-r.pk-

_Mert
y
est solution d'une ég diff linéaire
d'ordre 1 avec second membre .

Sdhlâe : ÇÀ .



Donc 3- heh V-tc-T-yltl-1-ekt-her.tt
LT

. _
le noter .

Contusion : on a trouvé Ipek tels
que

tt c- I
y#

Je m'
-

+

,
état

.

Donc y
est bien de la forme voulue

.

( i) r
.

raahe double de ✗
'
+aX+b donc

2r
.
= - a

et ré = b .

Donc y
"

tag
'
+ bigo

y
"

-2mg
'
+ rig =D



(y
'
-

roy)
'
- roly

'
-

my )
--0

.

Petons
z= y

'
-

roy . Alors J' - noz =D

donc 3-yc-KV-tc-kzltt.pe?t.
D'où

y
'

/t - r.yltl-yeer.lt .
Sdutirpartialièe : elle n'est plus de la meme
forme que pour (c) .

Cette fois on prend

entent
En effet sa dansée est ye~t-ytr.it : elle

est bien solution de y4H - roylt)=µe
"

.



D-c la solution y s'
écrit sous la forme :

patent + toit pour un
certain Lek

.

Cela termine la preuve .

livejasmin.EU/esd'opplicahbrdnTh-:

① y
"

-3g
'
+2g = e

Ef coach : rt - 3 rt 2 =-D

D= - 4×2 = 9-8--1 > 0 .

cas ci)

taches
: 3+-51 donc racines :Zette



Solutions : yltl-het-yetauet.pe/R .

② y
"

-12g
'

-14=0
r2 + 2r +2=0

D= 4-4×2=-40 Cas D

/
aeffiaatdet: ¥-1

5--5151=54--2 . §
☒ tue : yltt.e-tftasft-esi.lt/iYnc-R .

③ y
"

-2g '+y=o
rt - 2^+1=0
@ - 1)

& =L
,

1- estrade double



Solutions : ylt = ☒ut) et , Ipek .

3) Equations avec secondmembre à coefficients constants .

(E) y
"

(t) + ay
'(E) + by (t) = alt) .t-c-TX.aemembre

avec c continue sur I et a
,
brief fixes .

: les solutions de (E) sont exactement les

fonctions de la forme yg
+

gyp
où

yg
est une solution quelconque (

"

générale
"

) de

l'èqdiffhonossœiée : j'Yttagyttbyltko



et
yp
est une solution particulière ( fixée) de (E) .

On a vu au2J comment trainer yg ;
reste à voir

comment trouver yp .

ŒNEE. .

Exemple : y
"

(4-4%4+34)=31-+2 + est(E)
On verra ci - dessous comment trouver :

① une fonction y, tq y,
"

/H -4%44+3%14=31-+2
?⃝ unefonction y, tq gilt) - 4%44+3%14 =

est
.

Alors
en additionnant ces 2 équations e- obtient:



+g)
"

14-4 (ypy.ME/t3lyi-ydlt)--3t-2- est

dme
y, c-y, est une

sol
- particulière de (E).

Prof ( "Principe de superposition
") : Si

y,
estune solution

de y
"

/Htay
'/H + byl-4 = colt)

et si yz est une solution
de

y
"

Htay ' (t) + by /H = çltl
alors

y,
+y,

est une solution de

y
" 14 + ay

' 14 + byltl-ql-U-c.a.tt .



b) Cas d'un second membre ftp.nial .

Supposons que c (t) est un polynôme de dogén,
c'est - à - dire que

clt) s' écrit sous la forme :
cm À + Cn

- z
tn

- 1-

+
-

-
-+ G- E + co

avec en f- l et co
, ex , _, en

ER
.

Ey : alt ) = 51? - 31-+2 est un polynôme de

degré 3 mais 5-t' + ] f-+2 n'estpas un

polynôme (à cause du F1 = t
"

: seuils les

aeprsmh entier 30 sont autorisés , et 5-t'→t-il
n'est pas un polynôme non plus (à cause du1f -1--7 .



Nf : c polynôme de degréO ⇐ alt) = co constante non
nulle

C polynôme de degré 1⇐ c (E) = cite c. avec ç #0.

- 2 ⇐ dt) =çt + est + co
avec

cz-f-O.TL: Soit a un polynôme de degré n .

Alors l'q diff linéaire d'nde 2

j'% +

ay
'/E) + by (t) = alt)

po /pèle
une solution quiest un polynôme de

n -11 si b-- le et a -1-0doit :*
"!:*

.
.



Fede : admis
.

Exemple : ①
y
"

/H - ley
'AI +Sylt) Es 31-+2 .

On cherche une solution particulière de cette

éq ( il suffira ensuite d'ajouter
la solution

générale de l'èq bon associée vue auD) .

II. et-4=31-+2 estde degré 1-
= cytt ↳ avec Cy =3 f-0

Ici b =3 -1-0 Caffrey dans l'question)
le -1h ci - dessus suggère de chercher une



Sol
. partie . qui soit polynomiale de degré 1 .

Cherchons
y (t) sous la forme a

#
1- + a. avec ça.tk .

On remplace dans l'équation : iy4tt.az

y
"

/H - ley
'AI +3yltl-E-3t-2.IN#

⇒ 0 - 4 as + 3 (anti-a) = 31-+2

⇒ 3A
,-
t + ( - Gant 3 a.) = 31-+2 .

Ceci doit être vrai pour tout
1- c-I doncpar

identification cela équivaut à : on identifie le coefficient
{ 3 as =3

de t à gauche età
droite et aussi le

- Gap + 3 a. = 2 coefficient constant (sens A) .



{ as
= 1-

3A
.

= 2+4 a, = 2+4=6 i - e . a. =
2

.

CE - : la focker y (f) =
1-+2 estune

solution particulière de

y-it-yt-yte-t-2.NL
: Ceth s'applique aussi à l' ordre 1 : ileeèsk

une solution de
y
'14 + b-

y (E) = alt) qui
estpolynomiale de degré {n si f+0

ont 1 si le = 0 .

[mais il estnoir , utile car en peut appliquer laverie hier de la caste]



☒dée de la peine ( à l'ordre 2, si kf-0) :
IRIX]→ KIM

P 1-s p
"
+ a P

'

+ BP

est une application linéaire injective (carbo)
donc surjective ( can endomorphisme d'un er
de

domfinie.DK/theseee-zlsdlqplieehinduTh:
② y

"

( t) +j'(E) = 31-2
.

Ici CCH = 3E est un polynôme de degré n --2



Ca b--0
,
et a = 1+-0

Donc on cherche une solution particulière
polynomiale de degré net =3 .

y (f)
= as

t' + a
,
t' + ait + a. .

£"
y
"

(E) +
y

' / f) = 3È
= sa

>

E-i-2aet-ian-6agt-2aa-3agti-za.fm#Y''H--s9t-2az-
⇐3ast2_@g-2afA-faz-iasf-_3t2-ilt-i0pai.mtfia"

"

[[!!!
,=o

⇒ 6A
>
+ Zaz =



⇐ { as
--1

Zaz = - Gaz =
-
6 i. e.az = -3

ap =
- Zaz = 6

Donc le polynôme yltl = À - >t' +6T +a. est
Solution de

y
"

(f) +j'(f) = 31-2 quel que soit a.dk .On doit juste à ce stade trouer un-e solution donc on peut
Solutions de l' eqhem .

associée :
choisir une valeur

f- un ao, par

y
" (E) + y

'( t) =D capte a. -1 .

Eq carnet: s'+ r =D

strip = 0

Racines : O et - 1-
,
1>0

, .



Solutions de l' eq hon : y ftp..it que
-1£

ylt =L +µ
e-
*

.

Finalement les solutions de y
"

Itty 44=31
"

sont exactement les factions de la forme :
t' - 3-t'+ Gt + h +je

e-
t

, cnet.peR .

a- a-
Sd

. particulière sol
- générale de l'e}

qu' ona trouvée bien associée .

c)casdtnsecondnenbnepdynereep.net# .



TI : Supposons que c estde la ferme
CH) =p (A)

est
avec

p polynôme de degré n et re IR .

Alors l'eq difflinéaire d'ordre 2

y
"/Htay

'
+ by It) = alt)

poliade une solution de la forme qltert
à q

est un polynôme de degré :

n si rt +

ar-ibt-dtyn-1-s-iri-ar-b-letzr-at-OM-Z.si
s'+ as-tu =D et Zeta =D



NI : l'edgré est en fait
n si n n'est pas ranimé de ✗Y aXtb

met si n est racine simple de K+aX+b

n + 2- double
_

.

Ceth est admis .

EI : y
" ( t) -44g '/4+314 -

-

est
.

Ici le second membre est bien de la forme
cltl = plt) e

"
avec Jr = 5plt) = 1-

p est un polynôme de degré n = 0 .



Egayait : X2- 4×+3 .

1=5 n'estpas racine
de cette èq car 5*-4×5+3=8-+0.

Leth affirme que l'èqaaec second
membre pende une solution de la

forme q Lt)
est avec qp.ly -âne de

degré n =D : qltl = a . .

ylt) = ao est ; on remplace :

y
" ( t) -44g '/f) +3g (E) = est
⇐ L'5- a.

est
- ce ✗ Ja

.

est
+ za

.

est
=
est

⇐ 8g est = est



⇐ 8
a
.
= 1-

⇐ ao = 1/8 .

Confier : y | = 1g est est une station

particulière .

d)Autremonde
On peut essayer de chercher y sous une

forme qui ressemble au second membre .

¥EqvahwÎÂéai_àvouollexpmaller



Eq . diff . non linéaire : n'importe quelle relation
entre t.yltl.pk , j' 14, .

.
_ .

C'est souvent àpeu près impeccable à résoudre
avec des formules explicites pour ylt) .

E : sinlykpyltf-sevlyltlyYHY-1.ci

Def : Uneéquation différentielle estdite
àvariabbssépaabbs (ou : àvauabhssépauèes)

si elle est de la forme :



Y'A = flyltlglt
àfetg sont deux factions .

Méthode _

pour
résoudre une èqdrffà variables séparables :

Etapes : chercher les solutions constantes :yltt -- y . .

Pour une telle solubles on a

y
'Lt) --0, donc :

y
solution ⇐ V-tc-IO-flyltpgl.tt

⇐ ftc-T-0-f.ly .) glt)
En suppl ont que g

n'est
pas identiquement salle surI :

y solution ⇐ ftp.I-l .



quitte à restreindre Isinàcessaire

Etape : on se donne y/ une solution sur

un intervalle I et on sapera que fly/4) ne
s'onde pas sur I . Alors : ici les

variables sont

→ apnées :YEEIE.ir?eY'lH-=glt) pour
tout te I.

flylt))
On peut alors punitives les 2 membres

.

Notons À une punitive de f1, et G une

punitive de g sur I .

Alors :

3- c ft c- I Ély LH) = G (t) + c .

Si € est bijective fake des intervalles âprement :



en pratique on
TEI

y (
t) = ¥

- +

(G(t) c- c)evliane E-
1-

etG

Etapes : Vérifier qu'une telle fermer est bien
sdvhïn sur I ( Etape nécessaire oupas selon
les hypothèse faites à l' étape 2) .

Etqéko : si on a dû rétrécir l'intervalle

à l'étape 2, essayer de recoller les
solutions.

onvatreSouhesurlR@Exenple1_-.VyY4-_tepl-yltD.E
Yum-yum



⑦ ⇐ y
' ltqplylt)) = t ennuient de

hâté par ep (y/4) qui ne s'annule pas .

Si
y est une

solution de @ on IR alors en

intégrant:
Ice IR ft c- IR eplyltl) = Et

'
+ c .

Eh part- whee pour te • na :

ey ( y 1) = c donc c > 0 .

D'où JE* c > o pour
↳ et tels et

yltl = ln ( E t' + c) .



Bilan : on a autre
que si y

est

Solution de sur IR alors

3- c > ottc-kyl-4-lnlf.li?-c) .

Réciproque : si
y
estde cette forme avec>0

alors
y est

solution :
→soir - - le vérifie par un calculdirect
(on remplace dans l'équation)

→soit on dit qu'il suffit de remonter lescalculs précédents .



Exceptez : y
'/t -_ 1- ylt) à →amener .

Etapes : Solutions constants :

yftt-ytqv-t-dRO-l-y.la
seule solution constante est la fonction nulle .

Etape : Soit I un intervalle de IR

y une solution de
g
'/-4 -_ tylt) nn I

Gn suppose que y
ne s'annule pas sur I .

Alors : V-tc-T-yjf.ly -- t
6- primitive :



3- cc-RV-tc-T-lnlyk-N-1.tt c

lyltl = ep( Et + c) .

ylt) =@exp ( Et * c)
↳ n'a

pas un sens mathématique
précis car on ne sait pas de
quoidépend ce signe .

pamchoq-tc-T-onalytt-Y-epl.1.tk e)
donc il existe slt) c- 41

,

-¥ } telque

yltl = Elt) ep ( Et
-

+ c) .



ici le signe slt) default (apriori)

Astuce : Et = up{Ê¥
On

y
est continue sur I (etveine désirable)

donc E est continue sur I
.

En outre c

me prend pour valeurs que 1- et -1 .

Si e prenaità la fois les valeurs 1 et -1
(i. e. si il vivait ta

,
ta c- I

telsque stp = 1- et Eltz) = -1)
alors d'après le TVi Guigues est continue



sur I) il existerait A> c- I telsque

Eltz) =D cequi n'est pas posible
puisque V-tc-IEL.tl c- 41, -1}.

Donc la fonction E .

.

=→ } -1,1}
est en fait constante .

Bilan : yltt-eeq.CZ t'+ c)
avec ce } 1, -1} indépendante .

ytl = E e
'

eul? -14



Pens t = c- et c-HE . Alors

ylt-heakftY.fi/-an-.Etp-1
:
solution constante ylt = 0 .

Etape : Si y solution sur un intervalle et

ne
s'
y
annule pas

alors elle est de la ferme
yltl = Tep( It) sur cet intervalle .

Réciproque pour t.it h c- IR la facto.

yltt = t.eu CITY est solution souk
de l'q diff .


