
cours n°-1

zpr.lv# Chapitre 1 : fonctions réciproques
(suite )

[ Propriété des fonctions réciproques (suite) .

1) fonctions de classe fh
Soit f.TT#RavecI intervalle (ou réunion d'intervalle . .)
On dit que f est de classe 8k sur I (avec le c-Nuhxal)
si : cs f est dérivable le fois sur I

( ii ) f
'" est continue sur I .

le : f Le sur I ⇐ f continue unZ
.

le : f C
'
sont ⇒ f.désirable et f

'

continue sur I



le : fb
'

un I ⇐ f désirable 2 fois[
et f

" continue sur I
.

le
: f5seuI ⇐ V-jc.IN fut désirablejfais

"

f est indéfiniment désirable
"

.

NI : si f dérivable htt fois dans f est de classe C?
[ce f14 dérivable ⇒ fu continue) .

N1 :
Si fut de classe Chalon futdénatte lefais .

Propriété : le fait d'être de classe Ek Gou hrewu bas)
est préservépar somme , combinaison linéaire, produit,



quotient (si le dénominateur ne s'annule pas seuI),

Competition .

2) Dérivabilité et classe l
'
de f-1

Il : Soit f : I → R , avec I intervalle de R .

On
suppose que f et continue etstrictement

monotone sur I : elle réalise une bijection de I
dans un intervalle I

.

Alors
:

(is
Pour tout x. c- I tel que f soit désirable
eux . et f

'(x.) # 0 :

* f-
' est dérivable au point g. = ffe. )



* ff7
'

ly . ) = = ftp.T .

(a) Sait n> 1 .
Si f est dérivable n fois surI

(respectivementde classe C
"

our I) et si f
'
ne

s'annule pas surI ,
alors f-

' est dérivable

n fois sur J ( resp . de classe C
"

surtt) et on a :

J' = 1-
f1 . f-

r

i. e. Ty et
'

4) = ÊÆyI -



hey :(ii) (en admettant @D: Kunene seum .

nc'est µ .

Supposons vraie pour un entrant . Soit f dérivable
qstqf

'

ne s'onde pas seuI .

n+1 fois .
Alors

pas trop de récurrence f-
' est

dérivable n fois et Cf
-

1)
'

= à
-

Gr f
"

dérivable n fois et f
'

aussi donc leur

composée aussi pur l'inverse de cette composée
(qui ne s' annule pas) . Conclusion : ( f-4

'

est désirable

n fois .

Donc f-
' est désirable net faisant.

NI : avec
"

de classe CÎ
"

la
peine

est similaire
.



C) On suppose f dérivable en x. .

Hal = ¥¥÷ bt.%1c.faht-fkihk-H-g.ae,pour kf-0

M'
en elx -⇒ =

ftp.fc.VE
{ Eco, = e.=

- t'kolpon.ee.

Alors aligne (h) = 0 . On peut èaim :

flx) - flx. ) = Ex - x) ( etx - a) + filmD

(a) = flx.) + Ex - xp f ' (x. ) + ⇐→ ete -%)



d'où f-
'Igf - x.

Notons g.
= ftx . ) .

Soit
y e- J .

On applique la

relation précédente à x= f-
"

(g) e- I :

y
= y . + y)

- t'hoplites -ftp.ftypxanliendefitu) on pourrait #
écrireftp.yy.Y.iestpauil#sE(fYyI-f-Yyd).y-y.--ff4tfYyD(lilxi-ftp.?:L

.

Alors p.my#y.onende-duitqEeg9yYYJty!aeYHF.f"
1- ←# = ftp.yftauxdkcaoixenmtfile) t' a defianpantgo



Conclusion :
bonftp.f-Y#=1-y-syy-f-yY -ya f

'

Lay
'

II les fonctions puissances
1) Racines nièces avec n pair

¥ : Soit n un entier PAIR avec n> 2 .

Alors la fonction Rt → Rt
,
se ↳ en est

bijective .

Sa bijection réciproque s'appelle
la fonction racine n' et se note f.

Elle est

continue de 1Re dans 1Re
, de classe Gun IRÎ .



Sa dérivée est la faction xp Ex
" "

1RE - K

Elle n' estpas dérivable end; son graphey
ponde une tangente verticale .

armé
.

xtxn

Prez :L f. est continue Notre concentre sur 1Re, vante
end et tend vers - en e- a

.

Elle est Capu Kp et
sa dérivée ne s'annule

pas sur IRÎ .
On a pour

t.it * c- IRÊ :



E)
'

lat = ftp.qq-nfg.Y-e
=
1-

nlîtxj
- =

= En
e- n

= fr x = ça se
Ê "

( en anticipantun la notation x? g-¥
"

¥?÷¥ :

ÎEIÆËÈ-

÷

donc le graphe de Fpoète bien une tapette verbale en0 .



Autain : pour m par la fonction Fest
définie sur 1Re

,
et seulement sur Rt .

2) Racines nient pour n impair .

th : Soit on>3 am entrer impair .

La fonction xp xn , R → R est bijective .

Sa bijection réciproque s'appelle la fonction
racine n'Ee et se note F.

Elle est continue

n⇐⇐, Esmé , et songrapheprésente end
une tangente verticale . Pour tout se f-0 sa

dévirée eux vaut 1N x
? -1

.



amen
,

i

i
XÊF

Ü¥¥Ï
÷

heures .

. Comme pour n pain . Senteur :
en - tant f :

kik
,
xrsâ

,
la fonction fest

dénatte surtt et tuer ftp.nxn-1>0 .

Donc fast strictement croissante sur R .

A RETENIR :
lock n impair, la fonction Festdéfinie auK .



3) Exposent, rationnels .

Soit r = f- e- Il lie pe
#
, q c-

IN*)

Pem "

! sera¥ -1FF
-
peindre : il s'agitde montrer que [fx)

"

est l' antécédentdans 1Re de x

"

par la fachos
trot ? En effet ona

P elle et :

[FIT = LEM = D'⇒



On peut démontrer
que
xr ne dépend que

de r et
pas de pq

tels
que Ça .

4) Exposants réels .

Défi
.

Peux >0 et xe IR on pose :

|Èxx)-1
Ex :
2F

= apprend .



Profites : Pour x. y
> 0 et xp et on a :

tt = 1 x

'
= x

xml = à set x

"

=
1-
za

⇐Y =
à

Cgt = si ya
t : propriété de qp et lu .

Py : La fonction x*¥Ï est de classe F

sur IRÊ et sa dérivée est x - x
?



µ a- 1

Graphe

¥?
ü%

. .À"

1---F
i.

:



Prof : Ax > 0 ta > 2 JE= x
"

.

hÏË f. clin ¥, ça réalise une bijection
de 1RE dans 1RE

,

et sa bijection réciproque
est xp, sék

1kF → 1RE

"

Preuve : y
= si ⇐ y

"
= x .

En effet (E)
"
= x.

" £
=
à
= se .

5) Th de croissance comparée .

trop : on a les limites suivantes :



VIER ton sexe " = c-a

x→ to

Hack fin.ae?---0V-xelRI
lin sélnx =D
x → o

se > 0

V-xc.ME lin retenu =D
resto

#Fonctions trigonométriques réciproques .



1J Arctangente .

Rappel :
taux -

-EI défini pour xc-KYIzxkqkc.at
ton F sur cet ensemble et toi là -- le taux = .

ton est impaire et périodique depériode *
-

gaypp.veventrale

¥
. *f. "Ë "



Auteur : on
rend ton bijective en la

restreignant à ] - É , E- [ .

Défi. On appelle automate, et en note
antan

,
la bijection réciproque de la

restriction de ton à 3 -E,Et .

I : La fonction antan est définie et de
classe C

"

un R
.
Elle est strictement

croissante sur IR et vérifie :
fin
,

autour
se = E et LEooarctanx = .



Elle est impaire et on a:

Axe K antan '(x ) = 1-
Tt x2

i

Prez : tang , ÷;]
- ÷ , →R est strictement

crainte et continue sur ] -¥, [; elle tend vers

-a en - E et vers c-a en ¥ .

Donc elle réalise

une bijection de ] - E , ¥ [ dans Æ .

Donc sa bijection
réciproque autan existe .

⑦ tan est " sur ]- E, [ et

Allez -÷ , Et toi = lttaûo > 0

donc autan est C- sur IR et on a :



Hall autant (a) =1-ztaifuctanuj-11-ltanlactan.es)
1 ✓ ton

=

¥xÈËË"
-

üü

=Trona autant
=# = 1

- .

⇒

%.int?::::?



NI : Ona HXEIR ton Lantana) = x.
Moins pour

Dell
,
a - t - on toujours

autan (tano) - o ?

① antan et ton sont des bijections réciproques
A CONDITION D' ETRE Sur LES

BONS INTERVALLES .

PomtÉE on a bien antan (tano) et.

Si 0f ]
.

cette formule est fausse .



EI : D= Ê + à .

autan Nano) - outan ( ton CÊXTD
= autantton 1) carton est

périodique
de

=
autan 1 période et

= ¥ car tantef-1↳ c- 3- ¥, ET
# ÊTT c'est-à-dire autonome) #

O
.

T¥üË:ü÷Ë¥o÷÷÷_



Combien vaut autan ltan a) ?

Png : Soit Delhi 4¥ + lex, lez?
Alors il existe le c- Z unique

tel
que

O - hit e ] - E , [ .

Et on a :

autour ( tance) = O - hit .

thune : tanto) : tour ( O - he) pour- périodicité
donc arctanftandf-arctanftanlo-h.tl)

= f- hit car 8- lute] - E , E[ .

2)La fonction arcsinvs .



à÷¥çÏ
DIF : On appelle arcsinus eton note arcsin
la bijection réciproque de la restriction de
sin à [- E- , EI .

¥ : arcsin est définie sur [-1,13 , et
elle est à valeurs dans [- E) .

Elle

est continue sur [-1, 1) et de classe C
"

sur ]-1,1[
,

avec :

Xxe ] -1,1[ arcsin
'(x)



Elle est impaire
etstrictementcroissante

sur f-1,13 .

Son graphe possède des

tangentes verticales aux points d'abscisses
- 1 et 1 .

% .
aucun Y

"

a-| ÷ÊËË
- t

ai
"⇐ =

.

-

- t

donc latè taxatrice estle
•

rap tangente au graphe de
2 arcsin au point D .



freine : Sin
, [÷ ,

: [- E , E) → R est la

strictement croissante
,

sin ( -E) = - 1
,

sir (E)+1 .

tte [- E
, F) sin

'

= cosct-fscarcoio-1-s.io
d'air si f-0 pour le ] -¥ , donc ouais est

d'Æ foot
dérivable sur ] - 1,1f

,

et : = cest

Kee ] -ni axsiilxt 9ÊËË
=

#1- (arcsinx))
'

=
1-
÷

Carlin (arcure) = .
puisque # EID.



D. sinlau-sinxl-q.n.EE
.

's'¥
SENS Pour se ¢ [- 1,13
-

arcsin ( sino ) =P pour
le EE ,

L' EGALITE EST FAUSSE

Pour OFEE .

-

① Meme probleme que
d'entre .

.

(F)
'
= x pour se > 0

et ça n'a

pas de senspour
ne

F= x pour
pour se6



A retenir pour régler ce problème avec?

= Ix ) pour
tatouer

.

z¥ -

cas

1-

- t
-

Déf : La fonction arccosi.us
,
notée

arccos, est la bijection dingue
de la restriction à [o, et] dke cas .



¥ : arcos est définie sur [-1,13, à valeurs
dans [0, à] .

Elle est continue sur [-1,13,
de classe B

"

sur ] - 1,1C, et :

Xxe ] -1,1[ arcos
'

(x ) =1¥ .

Elle est paire
et strictement décroissante .

Son graphe possède des tangentes verticales
aux points d' abscisse -1 et l .



Üt' g- x

÷Ë*÷
.

⇒

→

-1 ces

Age : analogue .



avec.s'c)

pour xez.mg

= ÉËÜ=sÏ¥j
=

=

/FEI
Fei

<

car Sin (arcasse ) 30 donc au@ croix) --ÇI
cararcosxe.JO#[ =ÆæÜ
-

N1 : txt ] -1,1[ arccos
'

(a) = - arcsincx)
donc accros + action est constante
sur Er

,
13 : elle vaut anraodoi-axsxidet.EE a- E.


