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âîÏ chapitres: intégrales Us) 9?ËÎÉ
I Primitives et généralité
Comment définir § f !

t.ly : on suppqe qu' on sait définir l'aire d'un domaine
"

raisonnable
"

du plan . €§N
àpartir de cela en

définit çbaf pour f continue [a. b) HR.

cf.LI : intégrale déteigne



Ici autre point de vue à partir des primitives .

XPnnitives.TLSoit f une fonction continue sur un

intervalle I
.

Alors il existe une

primitive de f sen I .

Rappel : une primitive de f sur I est une fonction
F : I → IR dérivable telle

que
HueI Fifa) = fbi .

Ce Th sera
"

démontre
"

(en esquisse) au 3è cours sur
les intégrales avec la notion d'intégrale de Riemann

.



Pour l'instant ce Th est admis.

Grote :
Soit f : I → K continue, avec I intervalle .

Alors les punitives de f mn I sont
exactement les fonctions de la forme
xts Ftxl c- c avec ce IR

,
où F est

une primitive fixée de f.

Prez : si gte) = Flatte alors
g
dérivable seuI

et txe I gite) = t'41 = f41 donc
g
est une

primitive de f sur I-



@ilSoitgunepinihvedefnnI.llas g- F est
dérivable sur I

,
et tuez G- F)

' the gite - Flat ftp.fk

g-
F a une dérivée identiquement nullemI-

avec I intervalle
,
donc g-F est constante :

g-
f- c
, g =

Fxc
.

Si f. est définie sur autre chose qu'un
intervalle

,
ses primitives ne sontpas toutes de

cette forme .

Exe : f(a) = f définie et continue un là .

1RE ]-a, élu 30, ta [ n'
est pas un intervalle .



Les primitives de f sont les fonctions de la
forme

g. x '→ ln (x) + ce si xD{
lntxxç six

avec ce
,
Ca C- IR (constantes) .

NI : la d'envie de lnl - x) sur IRÆ est × f- 1) = ¥ .

2) lien entre primitives et intégrales .

Déf : Soit f continue sur [a. b) . N- t.rs Fume
punitive de f sur [a. b) .

On
pose :

[ ff4 de =
F (b) - Fla) quiest noté [ff43! .



Nfs .

Si on prend une autre punitive g au
lieu de F

,
alors 7cekttxeta.li gt = flatte

d'où glb) -glaf = b) c-c) - ( Haley = flbl - f4 .

Donc fbaf ne dépend pas
de lapunition chérie .

¥etkyvscninteevalledâs•œTTh: Soit f : I → IR continue
.

Soit xoe I
.

Alors x - §.fr est une punitive def
seuI

.

C'est l'unique primitive de f qui s'annule en x.
Preux : notre fine primitive de four I.



Alan glx) = fief = Fln) - Flat .

La fonction g : sers §.fr est de la forme ft constante
donc c'est uneprimitive de f.

↳
=
-Hey

Gna glr) = Flxol - Ffsa) -1 : g
s'annule en as .

Soit h une punitive de f qui s'annule eux .

Alors 3- cet Ane I htt = gtx e- c .

On D= hlxo) = gfxo) + c. = c
donc ce ettt le g :

d'où l'unicité
.

Intégrale : fff : c'est un réel ; il fantassin
précisé les bornes a et b.



Primitive : fonction I # R .

Notation (parfois considérée comme abusive) :

on note 5 f dans les bornes) une

primitive de f.
D. cette notation ne définit pas bien la faction
qu' elle représente car f polcède une

infinité de minima . Donc quand on l'utilise
il faut toujours :
* écrire

"

+ constante
"

à la fin de chaque
égalité

* préciser sur quel on travaille .



: f DI =SI dx = ln (a) + c , cetr -

sur RFlacorstonte@euyti.rIdle

Première propriété .

Propriétés : Si f:[a. b)→ K est continue et
positive alors fbaf représente l' aire du domaine

compris entre l'axe des abscisses

(eËÏËgâ¥¥"EE-aet.ae



droite → gobait verticaleverticale d'quatres se =#

d'èq
ne

"

° T
[

l'aire hachurée en rouge vaut :

[sein ta dx = f- as CXTÉ
=
- cas# + cas 0

=
-C - 1) +1=2 .

trop ( Chasles) : Soit f. Ink continue
.

Soient a
,
b
,
ce I

.

Alors en a :



des:p -- s:p .

hey : Notons F une pnmihne de fun I .

Alors ,

fabfxfjf -_ ¥-Mal)+( ftp.t#-Fkl-FH--fif .

Corollaire : Poma
,
b c- I : [ f = - taf .

freine : prendre e- a; on obtient fabftfgf :[f- Flat -Fk
Rappel : [ f-- 0 .



Png (linéarité) : Soient f.g : I → IR contenues
.

Soient Lyell et a , be I .
Alors .

§ ! ftntxytetdx -_ Y!fyf!g .

they utero F etc des primitives de fetg respectivement.
Rue tte = kF14 +µ

Gtx . Alors Il est désirable seuI

et V-xc-T-ttxl-ttfnt-ydtet-tftt-ygl.tn
Donc H est une primitive de 7f -4g .

D' où :

sitting = t' (b) - Hla) --4ft - final trad)
= 4ff14 - Flat) +194 - Hd) -_ t'aftrs.bg,



Interprétation algébrique de cet énoncé:

notons E l' ensemble des fonctions continue un I .

Alors E est un espace vectoriel (sur IR) .

Noter, q :
F- → K

f ↳ galop
au 9het fixé .

La Proposition signifie que q
est

une application linéaire .

4) Positivité .

trop :
Soit f:[a. b) → K continue

.

E- t-IL:{¥1
" alors



NI -. Heureusement que cette hop est vraie puisqu'on a vu que

[f représente l'aire sous la courbes qui est > a .

ne pas
oublier l'hypothèse a El .

Par ex

[ DE = -§¥ ce puisque II. tennis
= bus- lui

= lu 5 > 0 .

Prez : Notons Fun primitive de four Ea
,
b)

.

Alors f- est dérivable et Xxe tab Fly = f1470
donc F est croiront sur Ca, b] d'où

[ f = Flb) -Fla) situasa) .



trop [raffinement) Si festonne un tab, positive,
et non identiquement nulle sur [a, b, et ach,
alors gif > o .

they : notons F une punitive .

Par la Apprendent
e-a /!f70. Supposons pas l'absurde fabf = 0 .

Alors Flb) -Hall i. e
. F14 = Flat .

5- it see Euh. Comme Fest croissante sur [a. b]

Guigne t'= f70) - na a c- x. Eh

donc t'(a) E Flx) C- Fcb) - Fla )
donc Xxe [a , b) Fly = Flat .
f- est constante sur East] donc ttxéacb] ffet-F%fEf.co



Carolyn Soient fg : Ca , b] → IR continues
- Alors :

* Si a- Eb et si V-neta.bz f14 C-

gfy-ah-erstafefag.ciSi acb etsi txe-a.bz ff4 E glr)
etsi 2x c- [ont] flou Lgbt

alors Salif c fabg .

hey on applique les hop précédentes à g-f.
⑤ Inégalité des accroissements finie

t'
=p : S.it f. [a. b) - K de classe Charcas b.



Soientm
, Melltebque ttxc-fa.bz mef4) EM .

Un :

mes - a) ff14 - fla) E Mlb -a) .

Prez : f4 ) - f4 = fbafifeldx fake à retenir]
conf

' est co - tenue
.

Gna ttneta.br) m E f
'

# ⇐ M .

Parla trop précédente :

si mes! f ' e In couac
.

[moi! E [fais! c- [MaI!
mlb - a) E f14 - f61 EAU -4 . -



Ecoles pratiques d'intégrales .

Difficulté : trouver une punitive d'une facto donné .

Parfois on ne peut même pas eplicihee le

primitive à
l' aide de fonctions usuelles

paru : xu up (x
'

) )
(Af : cette fonction et continue un IR donc

poccède vue primitive sur IR, par exemple
"→ Simple) at

)
En pratique on ne vous donnera à calculer

→des intégrales pour lesquelles on peuts'en tirer !



1)Tableau des primitives.
ËË

Flx)(àûâh§Ç) ff4 -7%1 Intervalle dentaire

apte) exploit IR

buts ± 1RE

lnlxp ÷ KEENE
Sin se casse R

Casse - singe IR

taux lttan! JE-ihqE-FDE.HR



autour ¥ K

1
arcsinx

1¥ 3- 1,1C

- arcsinx ] -1,1f .
⑨ aeccesx

n n -1

x nx IR sinon

n n - t

x nx IRIoulREsineZ.no

x x -1

se xx RÎ si xek.ae/Z



start
Si net v sont des fonctions désirables en a aussi:

F4 ftp.FH intervalle I

ulxlvlx) n'lxlvlulxulxhéln) I

II u!4vH-uLx)v Jinteevalk CI
Hut vw tqvne s'annule

pas sont

1- n'y J
vtn) vite

vtï nvicasvlaî
"

II. ici
,
"

x

✓(a) × n' (a) v
1 K intellect

tqttnek vlx) >0
avecXEIR

, x¢Z

ufrtel) n'(a) n' lulus) i
=@ or) (x) dènschqoeeeerpee



exptrt.at %)
eqpfrt.es/ln(rlxDiIs K

vu

enfuit vite sJkû4Ï¥Hu û÷üâII
le signe

der

-

Ey: calculer Ësin (2# +E) dx .

On cherche une primitive de sens sis ('↳et E) .
On procède par approximations :

- castrat E)



D. on désire ce

"

candidat
"

pourvoie:

- costume E) Ës LxsinfxxE)
lsèestutrlni)-avec vlxt-2x-c.IE - t'(a) n ' Hayuly) = - osy
C'est

presque
bon : en ajuste ce facteur

dont on ne veut
pas .

Conclusion : f- ↳ Eretz) est une unité
.
?Ë

.

D'où :



Ësin +E) dx = [f- as wEDË .

2) Intégration parparties .

the : Soient u
,
v : [a, b) → IR de classe C? Alors:

fabula v ' (x) dx = [un]! -§n'14 vlx)dx.jo#Yfacteuaqi'on va /
àïË" )) aîné Iranien;c'est l' intégrale qu'on kicker v

garde primitiveveut calculer (en pratique) malin Eta dérivée
.



Reine : fbaulxlr '# dx + Ça n' fx) v(x) de
= [ utx) v '

(x) + n' (a) v (a) dx
-

↳ c'est la dérivée de uv donc une

primitive est un

= [un]! = u (b) v 14 - u b) Ha) .

1
"

cas où c'est utile : quand on intègre un

polynôme multiplié par une faction facile à
intégrer .

EX.de#rins:x,x',x,-,2x-e1,5i-3xe2 , -
-



c
dx =[xsinx)Ï - txsinxdx

d i

"

à:Lüâgu⇒:
- Esaü

uln) MM d'àv# = six, z
- (0-1-11)

= E - 1 .

NI : On peut aussi tramer ainsi une primitive
en calculant

[t cost ott avec le meme calcul

mais des bornes qui sont Oetsx .

↳ alien de 0 onpeut choisir n'importe quelpoint fixé.



ANI : [ x et de
ondoient en primitive .

{ sen e " dscIn =
Y 4

» pumitmcoréenne

→ permet d'exprimer In en fonction de Inn
- ±

.

→ récurrence
, _
-
-

.

Adrian : @ lyûne) x (fonctionfacile à punition)



→ IPP en déniant le polynôme .

2è
cas où c'est utile : cas où en a une fonction
dont la dérivée est plus agréable
qu' elle - même : ln , antan, arcs in, arcos

→ IPP en dérivant cette fonction .

Exe : calculons [lnlttdt pour xekè .

Astuce quand on a un seul facteur,
dire qu' il est multiplié par 1 .



LEM -

- [tente -[État
| tu = xln . -1¥ - [ dt

Mt) qu' on va = xlnx - [Eli%: aimer go.az?hsjiYkintégrer = abuse - • +1
.

unepunitive
de

on peut omettre
On a démontré le Th suivant : cette

¥ : Une primitive de la fonction ambre
sur IRÎ est donnée

par
la fonction

x # x lnx - x.

E : fbalfnxjxdx avec nen
.



bienvenue - Hur:-!±î÷dx- u

iÈme e- primitive
= Club)bI - qua)qI - fbaûdx"""

ÏÏ:÷ü÷÷e÷â÷D
gentil

sers#
est une primitive de se #xn
-

EI : calcul de [x " (x2) due pour new .

Pxun on peut trouver une primitive



Car le dénué de eqp (x) est 2x epté) .

Donc fbaxeplsi) = [Eesti))! ④

Pomn il n'y a pas
de formule

pour une punitive de xrsep (x2).
Pourri : /! xnep (x ') dx par

IPP :

faxâtes utilise
2 -
- 4 n'(a) - on le primitive envahie

"

↳ ntm es le dénie en n û?



Cette IPP permet d'exprimer

[ à Êdx en fonction de fax
" "eàdx

On se ramène ainsi de m à m - 2 .

Depubeenpr.fi
m impair → on peut calculer fbasûédx
n pain → pas de formule generale

fouine primitive de xmeà .

3)Une application de l'intégration par parties .

¥ :S.it f :[a , b) → R de classe C'
.

Alors :



enfin fbaflxtsënfnxdx = 0.

Pye :S! ftp.inln#dx-- [ftp.II/Ja-jaftHf%ddx-d
tu

=

- flblustnblun vin n-i-tktI-i-efafkl.sn:
qu' on désire qu' on intègre - ~ -
{ un vin vu

Primitive " approchée
"

: - cosfnx )

Grdérive -coslnx) : ça donne
-f-sinfnxpxn-n.si

(na)
donc il faut diviser pain pour obtenir 5in @ y

D. on vérifie en dérivant -4kf pour être sûr .



lump = Html ( casual c- lloyd
-

donc un ⇒Ç
°

Imp = Ibuki ⇐ 1f44
-

donc on →0.
→

Reste
un = f

'

(x) coslnxldx
n

f'est contenue sur le segment fa, b] donc



elle
y
est bornée : il existera

,

M c- Rtb

9M Axe [qb] me file) EM .

Autre façon de l'eau :
3- M >o V-xc-ta.bz/f' (x) ) EM .

Alors 1f44 cas fnx) le 1f44 ⇐ M

-M E j' te calme) EM p.ge!¥
, »

En support a ⇐ b quitte à permuter aetb on a :

-Mlb -a) C- [ f44 cause c- Mlb - a)



6- dit

Eva E M"n
ix. =

Donc non →0 (Th .
encadrement) .

↳hs"÷
""ü÷÷÷ËÜÏï÷:"



AU

Jogger"Êdan↳eg↳.ly.me puniraAxcos
Ancsin

É
dériver


