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Le Partiel portera sur les feuilles
de TD n'= 1 et 2 .

I Développement en éléments simples.
1) Définitions .

Polynôme : fonction de la forme x# Êzaexh
avec a. , as .

-

, au
Elk

.
Les ai s'appellent

les ciels du polynôme .



Exe :
P (x) = 5 à - 2x + 1- = a Îèyûeçxeçx

= Ère
avec az =

5
, az =

0
, ay =

- 2
,
a
•

= 1- .

Degediunpelyn.me : c'est la plus grande
puissance de x qui intervient Avec un

coefficient n dans l'expression de P .

Précisément : deg P =D ⇐ Plat = Êoaexk
✓

avec ad # 0 .

d
notation pour le degré de P



e. pour (a) = Sx
?
- 2# 1 on a deg P =3 .

: degl = 2 ⇐µ (a) = aàtbae +c

7ÇeeKtq
avec a.¥0 .

Polynôme : défini par Xx Pla) =D .

Son degré est - o Gon convention) .

Déf : une fonction rationnelle (ou fraction
rationnelle) est une fonction de la

ferme ff4 = P¥a, avec Effybûmes



± : Hut est:û!ü:
Question: comment trouer une primitive
d'une fonction rationnelle?

Réponse : on commence par décomposer
la

fonction rationnelle en éléments simples,
puis il est facile d'en trouer une

primitive .

Théoriegèàralem de la décomposition en éléments



simples : cf . Anne A du poly .-
↳ non exigible au partiel
età l'examen

Dans ce cours on se
limite à

un cas pastichée .

2) Développement en éléments simples ldapazg.su) .

¥ : Soient P
,

Q deux polynômes .

On
suppose que Q

est de la forme

aux

.÷÷÷÷üüü¥÷ü÷Â
Alors il existe des réels Aa

, A. , _ An et



un polynôme Ela) tels que pour
tout xc-IRYE.nl :

Pa¥,
= EH + Î÷+!÷+ - - - + ?÷

c'est-à-dire %- = Etat c- IÊÎ .

Exemple :
II = Etre! + Î÷ .

xcx -s)

( Pla ) = xtes et Qlx) = xlx - 1)- la -9k¥
Xp = 0 r = 2
x
,
=
1

xrtxz , .

Reste à déterminer Ets et Ae
,
Az .

Han -→ réels



¥ (suite) : Dans le cadre du Th précédent,
on a :

ci, E =D. si deg ( P) C deg (a)

( ici) deg E- = deg P - degd a.Inan .

Dantec : deg P = 2 et deg Q = 2 donc deg E-- 2+2=0 .

(de leçon générale , si ate = Être - a.) alors dgQ=r) .

N1 : Polynôme de degré 0 : fonction constante (non nulle)
Pdyûne de degrés : x ts axxb avec a. f-0 .

Effroi) : Dans le Th précédent, le polynôme E



et les réels Au
-
Ar set uniques .

Questionnaire : comment déterminer

cqpticitement F-(a) et Au > As si on
nous donne P et Q ?

Méthode naïve on se ramène à résoudre ma
-

:

système linéaire . Exemple :

à+5

⇒
= Etat ¥-0 + !÷

avec dag E = 0 donc E tt = a
. poly Iront

avec a. C- Ils afro .



la méthode naïve caviste à partir du
développement (i. e. du membre de droite

,

à tout mettre au même dénominateur et à

identifier avec le membre de gauche .

Cela conduit à un système linéaire
dont les inconnues sont Ar

,
Az
,
_

, Ar et les

coefficients de E .

On résout ce système .

Etre + II = a. + ¥ +¥1
an (re - 1) + Adx -1) + Azx
-

xlx - s)



=
-A¥-Arx

x. (x - s)

= axt-LAr-A.hr#.x(x-Fsc'est Qte

Ceci est = Path pour Votre kf0,11 si étalent
à :

Heerlen août II.
Identification : cette relation est à ça.

Vraie pour une infinitéde valeurs de x
si et seulement si les coefficients sontles



mêmes dans les 2 membres :
- coefficient de à

{ ÎÊAÇa = 0- coefficients de se

-As =5- coefficients constants
(= coffre à-1)

On résout .

.

{
a
-

- r

tp Être = 1+5=6

Contusion : Î¥ = 1- E- +± '

Methede.pl#fficaee : on sait qu'il existe



a. , Ar , Az c- IR tels
que

Ï÷
,

= a. + + ±÷ ⑦

On multiplie ④ par x :

x

'

-15

⇒ = a. xx As + Azar
-L

'

Puis on évalue en se -1 :

- 5- ±
,

= a.
0 + As + = A

,i.e.FI#Jfovrtwuren-rA
on multiplie ④ par @ - e) d'où :

a¥ = notes) + Article Az



puis on prend a- 1 : on obtient

Pointera on fait tendre x vers ta dons ⑦

ü÷ ÷:

donc par passage à
la limite : ¢=±J

Nz :Si on sait faire une dimier euclidienne : Ela) estle quotientdans la
division de p panda .

3) Exemples qui ne rentrent pas dans
le cas particulier du 2J .

On s'interdit des dénominateurs Aff comme :



c) Q (a) = octet (ne se factorisepas sous
la forme Ê Ca - ai) avec xi réels)

( i) @ (a) = Ce -3J = (x -xD tæ -xD avec ce = a,

NI -

.

Pour trouver les coeff de E lorsque digest:
⑦ on peut diviser ④ par

xdeot pas faire
tendre x vers c- a

,
cela donne le

coefficient de radote dans Ely .

④ on peut évaluer ⑦ en quelques valeurs de se

Gardent x. =P 1, 2, -) ce qui donne un



système linéaire qu'on résout (aprés avoir
calculé Au

→ Art .

Sommes de Riemann
.

1) Le Théorème
.

¥ : Soit f : tab]→ IR continue
. Alors :

¥: ' Êfla- k¥7 =[fluide .

-
ceci s'appelle une
Somme de Riemann .

MKhodedes-ct.mg pour calculer une valeur approchée



de soif : psçû Irmgard t

⑦ On découpe Ca
,
b) en n intervalles de même loqueteau :

distance 6¥
← ici n=5

XX-XX.tl X

÷:

¥¥÷z④ clebs :{ f-- ËÏF -FAÏÏf. c- .
_ _ .

④ Sur chaque intervalle [aille -1kg ; a +K¥-3
avec 1f kf5 on dit que f est

"

presque
constante

"

, approchée par flat le ¥) .



(légitime ni au lieu de 5 on
utilise un

entier n très grand: l'intervalle [achat
a + KUNI ] est tres petit

"

donc
"

f. ne
varie presque pas sur

cet intervalle) .

fgvpheouf
L'aire hachurée

Je÷:::¥¥ÆËÏË%*méthode des

rectangles
a| l l l I I

avec n'-5
a ai
{

ezb "¥ "" b



-

intervalle ?î%rqa\ ii ftelxflaezt )
f44 = flatte#

Entre a + -Abû et a c-
le tema on appelé

l' intégrale de f par un rectangle de

côté b-na-etffa-h.tn) .
Autrementdit :

SÏÏË le ¥ Hee
Par sonne pour

le allant à 1 à n :



taf ) .

c'estla somme
de Riemann .Les.gl?:gi:ritiiiI:7:i.-i.

PRETE

¥ : lin ¥ Ê flack E) = Soif .

mtn

cas particulier leplus utile : [a. b) = [0,13 :



Corollaire Soit f-- [0,13 → IR continue
.

Alors
:

1in
.

en EIKE) = [f.
Interprétation : moyenne des valeurs prises par f
aux points fu , En c → En '

2) Application des tonnes de Riemann
.

Exe : notons mtn = ÊÊ¥ . Gnohachefé;±m .

Pour se ramener à une femme de Riemann on

factorise pour au moin un pour ne plus



avoir de le dans la femme mais seulement

des BeIn :

un -

- ÊîÊÆ⇒ ÊÎÉT
un -- E Êf (E) en pont :

f41 = :# Grand:LÉprîtes
Gna bien f : [0,13- K donc parle Th:

1Ff. un = [f.G) de --SÎI de



= [ lnlàx¥ = lit .

N1 : Si au lieu de considérer la

sonne de Riemann ¥ Ë ffa-chft-D-r.sn
on considère

à = b÷ ËÎ ff+4
(i. e. la somme s'arrête à n - t au lieu de m)
alors on a encore nlçi? SI = Soif .



Prez : SI = Sn - Enflent:-))
= Sn - f. (b)
- un
→s'af →o

par le Th
http

de Jn =. %f.

N1 : de même dans la definition de Sn la
sonne sur le peut commencer à 0 ou à 2

etc - - .

§ ,Êç auraitun comportement différent: ilfaut
commencer à une valeur independent den .



n-1←

Paquetage : Éons .

Constructeur de l'intégrale de Riemann .

Et : démontrer le Th admis au début

du cours : si f : [a. b) → IR est continue

alors f popote des primitives sur Euh .

1) Fonction en escalier .

Une fonction f : l'a. b)→ Rest dite



enclin si son graphe est de la

fourme suivante :

× 7 J

] [ J J

×

] [ ] ]

*

② l

| A l I I I
a

"
x } " %

.
b

k "

% 419.gg.
"

ftp.ffrxe)
avec>e tres petit



On a a- = Ko < xp La >< . .
.

< an
→
Lxn =

b

-

4 les ai s'appellent une subdivision dèqb]

tels
que fieffons f est constante nsafxi.se , XI .
¥diquÆ

Déf : Si f. est en escalier (avec une
Subdivision

x. C- - C un comme à -
dessus adoptée

à f) alors on pose : [ici n etre . . man dessoudât]

Soif = Être. - xi-dffeit.sc)
-

↳ ce point e)aimait



2) Fonction Rien .vn - intégrables .

Soit f- . Ca
,
b) → IR bornée

,
i - e

. tq 7mA vérifiant
ttxe Ca

,
le ] me ff4 EM .

Notons I. (f) = ffabqfeldx avec q :[a.b)→Ken

escalier tdlequettxe-a.bz QUE#

ouff
[

ceci -Vazi une

Æ¥i:ûü
cÜî:L!

"→ | vseetaiietekfk
tqtkql.IE À l

a b



⑦ I. (f) f- $ car la fonction constante ce G) =m
est en escalier sur Ca

, b) et

txeGib3ql4Effej@SoitqenescaliertqttxeTacb3qGyEflxl.C
- ff4 EM ena qlq e- M donc fabqEMlk.at
donc l' ensemble I

- (f) est majoré .

Conclusion : I
- (f) estime partie non vide etmajorée

de IR : elle peccède une berme sup .

On aimerait poser /!f = sup E- (f) -



Défonce : Ixlft %âÊ!ËËËÉ%)
On aimerait puer !! f-- inf Idf) .

-
eeèste

Genre à - dessus)

Def : f est dite Rienan-inte-grablesurta.bz
(ou intégrable au sens de Riemann) si
elle est barrée sur [a

,

b] et si

sup I_ (f) = inf Idf) .



Déf : Soit f:[a. b) → IR Riemann intégrable .
•
n peu Soif = sup I. (f) = iifIdf).

3) Une foncteur qui n'estpas intégrable .
Noter f : [en] → IR

xp 1 si x c- Q↳ sinon

f641 ⇐ 3- pere 3- qe tg x = f.
^

1 -↳ raser -- t -



Soit q : [a. b) → K en escalier tq
Xx c- [a. b) qlx) ⇐ ftp.

Dû qu'on prend un petit intervalle sur lequel
qast constante, onpeut tramer x¢Q
dans cet intervalle

,
d'à ce G) Effet -1 .

Donc q
El sur chaque intervalle sur

lequel elle est constante .

Conclusion : face to
Gna .

. svp I- (f) €0 ¥ïµLEY
Q identiquementnulle)



(af atteint enDe même inf Idf) = 1 prenait quarante
-

_ 1)
car si q est en escalier

et cela) > ff1
pour toutx Etais

alors q > 1 surtout intervalle
où elle est constante .

On a donc démontré
que f m'est

pas Riemann - intégrable sur [0,13.

Enfait dans IR il ya
"

là
par

"

de

rationnels donc f est
"

presque toujours
"

nulle : on aurait envie de colère
que



f est intégrable et gif -1 . La

théorie de l'intégrale de Lebesgue permet
de faire cela -1f . en Lz) .

lejfonctiensconknueseeh
: Si f est continue sur ta , b)
alors f est Rien au - intégrable mutais.
Il suffit que foireux .

| 4cfHy§
V



Si f est continue par morceaux
alors f est Riemann intégrale.

Il existe des fonctions compliquées
qui sent Riemann - intégrables
sans être contenues par morceaux .
-

Nf : [f-0 dans tous le cas .

6nA supposé a Lb dans ce qui précède .



£ :

"

les contre-exemples en mathématiques "

.

de Bertrand Hanekecome
.

Af :
le # ( = f2.9 du poly)

sur la construction de l'intégrale
de Riemann ( Ie (f) , I. (f) , _ )
n' est pas au programme

pour le partiel et l'examen .


