
6èmes Chapitre 3 Calcul Intégral%Ï formules de Taylor ( 1/2) iÎËÂn
Programmation : chapitres 1 et 2[feuilles de TD 1 et 2
Nesentpasanpvogumne-s.ttla construction de l' f de Riemann ( fonctions

Riemann - intégrables) [à l'examen non plus]
* les Sennes de Riemann [mais ce sera au

programme de
l' examen]

Sur e- campus .

- ¥ corrigées des TD 1 & 2



* Partiel d' entraînement

I fonde de Tayler - Lagrange avec reste intégral .

1) Enoncé et remarques .

Soit I un intervalle de K et n EIN
.

¥ [Taylor avec reste intégral] [ici à l' ordre n]
Soit f : I → IR de classe C

""

sur I.

à l'ordre n: on vaS.it
a.
b c- I

.

Alors :

ftp.q:1?eeakd;!eflbt--flaHb-alf'lal+bi?-fYat-d' ftp.T?n-fEyIu-



= Ë.li?If'"(a) + talent f""lait .

[ËNM'
DE TAYLOR DE f en a à l'ndeen .

Rappel : m ! = nln.nl . -aux 1- ; e ! = 2
,

1 ! = 1
,
d. =L

.

n ! = Île ; panne c'est un produit vide
donc il vaut 1 par convention .

NI : le polynôme de Taylor de feu a à l' ordre n
est un polynôme en la variable b : on imagine

que
a est fixé et que b varie (on pourrait poser

x-P)
.

Il est de degré En .

Idée : on approche f.(b) par ce polynôme



de Tayler, le dernier terme { K¥4 f""(Holt .

est serrent considéré comme

Un terme d' erreur
.

Caspatiuliu : le Th s'écrit alors :

f41 -- bla) + [ f44 dt
C'est le Th fondamental de l' analyse .

Caster : quand f est un polynôme et qu'on
choisit ns.degf .

Alors f
""

(He

pour
tout te IR

.

En effet on peut



écrire ff4 = ÊaeÂÉ puisque ndegf en
avec a.

, ap , _ , am
ER

.

Quand on dévore tes tee on obtient lettre .

-fois- klephte
-2

- Jfais- Elle - Ille - a) tes

- jfais Guet h)- belle - s) . . .ly.

t'Ï

-
le fais - hee - H . .-1 t' =L !

Golynêne constant)
- le fois- le polynôme nul .

Auteur : ¥)
'
(t
'

) =/ là .

?
si Ek



Pour ff4 = ÊaeÂÉ , pour t.it j > n+1
"a ffaj fut = Ê.ae#jitk--o

Le Th done done ,
jante > k

fut = Ë. l'
"

(a) + ! f
""
lait .

-
=D car on

|¥Ê¥⇐⇒p .

" terre la f-1¥
.

Üf%gnF
C'estla formule de Tayler pour les polynômes .



Ave : f44 = Êb"¥x
'

.

On one v. que ftp.EIaexe .

Donc par identification :

¥jü?â.mg?.EEkle ! sie) en dénrautfh fois,
enèaluant end qui en
divisant par le !

.

2) Démonstration .

Récurrence .

Initiation
:
no

, déjà vu . Hérédité :



Soit n> 1 .

On
suppose

le Th vrai à l' ordre n - 1- .

5. it f de classe C""
sur I

,
et a

,
b c- IR .

Alors f est de classe En =L
" - ""

donc on peut

appliquer le Th à l'ordre n - t Gan hop .

de

récurrence) . On a donc
:

f. (b) = ËÉ.li?If'"(a) + %LHÏF " that .

@-

Intégrer, par parties :

(x)! au- =Ee¥÷ÊÆ -fait-Il ""Hat
-
-

Ère "EèâkÊ") % tu



= 0 + Kiff
"

(a) +ÜYft
"

Holt .

On remplace dans l' expression de f1b) eton obtient:

f14 = Ë l'%) + l'Yat +skiff"
"

Hat .

-

=Ë "Ï÷f"a
Ceci termine la décuvera

.

3) Corollaire .

Corollaire : Soit f : INR de classe C" eta
,
be I

.

Alors :

f(b) = ÇÊ %?If"(a) + d- a)"[Tiff
"

+steaks .



Intempérie : dans le Th on ne sait pas si asb

on a Lb ( le Th s'applique dans les deux cas) .
Le reste intégral f! - - - ent donc parfois

c

une intégrale
"

avec les bonnes dans le mauvais

sens
"

(i. e. a > b) : c'est désagréable si ⇒ veut
encadrer cette intégrale .

Utiliser le corollaire

résout ce désagrément car on a une [avec 041 .

Reine : chargement de variable t -_ a c- s (b- a)
E- a correspond à 5=0
t - b- s = 1) d-=L - a) ds



si ft
-"

Nat -§üml'Ës:*"
=L -ai"§ËfË" -ans .

( ceci = a-À
Cela termine la preuve

du corollaire .

↳ Applications .

ligoter : dam -
tu une inégalitésur un intervalle

✓
entremettes eton polynôme

Png : Pour tout ce [- x, à] on a osé, > 1- ¥ ?

Preux : on applique le corollaire à f- cas sur I = IR à

l'ordre n -

-

Z (car la hop fait apparaître le polynôme



1- qui est de degré 2), avec a = (à choisir)et b = x

(en se donne x e [- it, puis on applique le corollaire) .

Ces x = as (a) + ② - a) cas' (a) + CjÎ_ ces "(a)
+ ⇐ -a)

'

§ s'
"

fuste -ap ds

Avec a = O i
.

on a ↳s' (a) = -sis (a) =D et ces
"

(e) = - Costa = -1 .

casse = 1 - II + à sinfsx) de
2-
reste à montrer que

ceci est 70 .

(car cs '

= - sin
,

Cos
"

=
- cas
,

ces
" '

= sin)



17g : x. c- [f+3 . Alors à > 0 et

#se [0,1] sx € [0,T]

✓se 1) sis ( sx) 70
La fonction s'→ salsa) est positive
punk [0,1] et 041 donc son SÎ est 70 .

Dex Cosse > 1- E- .

ÙI : xe [⇒ o[ .

Alors xkletfse-qpsxeefr.ee
donc la faction s'→ salsa) est négative
sur [0,17 . Done fi . . . €0 d'à xD! - -70
Donc casse > 1 - Ê dans ce cas aussi _

ceci termine la prune .



trop :
Pontet x c- tkt on a pour toutmenti

→

s'÷: oeê - Ê
.

e- ÷
n'mîËËa f.¥ aiËpkû. Ung.at
Corollaire Pour tout se c- IR on a : de l'erreur

ci:!!" 1¥
. Êz÷=è .

Pneumonie : Th d'encadrementcarnhjnax@nIJ-p-_o.Premedelahop:S.it xetR-S.it ne IN
.

On applique le Th de Taylor avec reste intégralà l'odeur
à la fonction f. = exp seuI-1K , avec a-- D et b-- x :



explxf.ee?Iz!-up'"6) +§ up
""

Holt .

On
exp

'

= xp
donc ttj c- IN up = exp

d'à qptikd = 1 :

up (x ) = Ëê÷ + S?Cinq et dt .

Reste à montrer
que Os [cent etdts e

"

.

c'est faux six est nÜf-
et n pair .

Rappel : on a se> 0 .

. Alors les bonnes de l] sont
"

dans le

lion sens
"

,
et tt Elo

,
a] E-ntf.net > a

donc oe [e-ny.mn et dt .

Par ailleurs : tte ⇒ et e é



V-te-qazee-nqn-teq-nq.ci

[qq.n-tatee.es?x-nqIdt--eT- si
= e

"

xn
@⇒ I

'

II. Inégalité de Taylor - Lagrange
¥ : Soit f de classe C

""

seuI .

Soit a. be I .

Ï? LEE *
"men .

M peutdépendre de f. a, b. 4 comprendre [b , a] si bca .



| f14 -ÊCjqIfkYaIIeMlb-aK@tnjt.NI
: fin
" '

est contre un le segment fais]
donc un tel M existe toujours .

Prieure : on applique le Corollaire deTaylor avec reste!

1f14 -¥ l'" Castle-ai f4 sauf
c- Haï [Kiff

""

la as

÷

c- Hat
"

! Mds



= vrai
"

[ - "¥ MI
= Ib - al
"

i.
cequi

termine la
preuve .

Îglioh : le " - Ê. f- éïpom tuteur .

Gauvain Pour tout se c- Il en a : nlçn
. Ê Ê = e

"

.

ÏËTPreuve de cette application : f-- up , b-
- x

,
a
--0
,
M tel

que

¥Æpuis entre 0 et x on ait

| exp
"" LHI = ( et l c- M .

Alors M = e

'"
convient : : Flamsteedne tette 1- ⇐e

"!



L' inégalité de Tayler - Lagrange donne :

1f14 -Ê. t'" Callen '

1er - Ê m'
"

colle M Ei%
le " - Ê lee

"

-

Application : montrons que

Trek lsinx - ( x - E) IE ÇI .



hey : S.itxc.IR .

On applique l'inégalité de
Taylor Lagrange à f.= sir avec n

--4
,

a = 0
,

b-
- x et M tel

que pourtant t

compris entre l et se on ait Isis (ttp c- M
.

( ici M peut dépendre de x mais pas
de A)

[~ sin
'
= cas

,
sir

"

= - sir
,
sir

"

=
- cas
,
si ⇒ in

,
si! cas.

En prenant M = 1 on a
bien

tt er Isis CHI - lcostl EM .

L' inégalité de Taylor - Lagrange s'écrit :

1f14 - eÊCÊ÷f"
'

Callen kat
@ taf !



Isinx - Ë ¥ sir
"

colle 1-
x

Isinx - x - C- e) le ¥1
Isis x - ( x - I E fais ceeaqu.tn
# Remarque sur la parité des fonctions .

Pep : Soit f : IRAK dérivable
.

Alors
:

c) Si f est paire alors f
' est impaire .

Cig Sif est impaire alors f
' est
paire .



hey :( i ) Comme fest paire :

thee R ff-4 = flot .

On dérive les deux membres ↳que f est dérivable) :

- f4 - x ) =p
' (x)

f. ' C- a) = - f
' (x) :

flinpaire.ciAnalogue : tuer f1 - x) = - fla)

On dérive :
- f

'
(→e) = - f ' (x)

f4 -x) = f ' (a) :

fipaiu.com/laYSeitf:lR-lRde classe T? Alors :



( i)
Si f est paire alors pour

tout n c- IN:

f
'"
est paire si on pair| f4 est impaire si m impair .

On dit que f4
'
a la parité den .

) Si f est impaire alors pour t.tn c- IN :

FH est en paire si on est pair{
f
" '
est paire si

on est ùnpaie

On dit que f
"'
a la parité opposée

à celle de n
.

Pye : immédiat par récurrence .



Corollaire : sin
" '
est impaire pour n pain[sir" est paire pour

m impair .

Goldin : Hj EN sis
""
( e) =D .

↳ they : la valeur end de la fonction impaire
Sint" ) est nulle

.

Intérêt : si on applique une formule de Taylor
à la fonction sinus avec et b- a

,

le polynôme de Tayler sera

EÊ "Êf" (a) =Ê sis
"
ces



avec sis
" (o) =D pour tout le pain

donc

il restera seulement :

Z ÷.si?'cos.OEkEn
le impair

C'est le même phénomène sida adieu de
5in on utilise une autre fonction
impaire ( tam , arcsin , antan , .

.

.)

Avec une fonction paie fil resterait.ee?qg..n!qf'
"
lol .


