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Module MDD151 : Calcul intégral

Corrigé de la feuille d’exercices numéro 2

Intégrales

Exercice 1.—
Avant de commencer on remarque que si f est dérivable sur un intervalle I et f'(x) =0
pour tout x € I, alors f est constante sur I.

f1 est définie et continue sur D = R\{£5 +km, k € Z}. On sait que tan’(z) = 1+tan®(z).
Sur chaque intervalle I C D, les primitives de f; sont tan(x) — x 4 Cste. Les primitives
de f1 sur D sont les fonctions de la forme:

g1(z) =tan(z) —x + Cy, siz €]n/2 + kr, /2 + (k+ 1),

ou les ()}, sont des constantes.

f2 est définie et continue sur D = R\ {+75 + kn, k € Z}. On se rappelle que la dérivé de

t — In|t| est 1/t sur R*. On définit la fonction go(x) = —In|cos(z)|, x € D. Pour tout
r € Dona inx)
. sin(x
QQ(ZL') - COS(l’)'

Il suit que dans chaque intervalle I de D, les primitives de fs sont — In| cos(x)| + Cste. On
conclut que les primitives de fy sur D sont les fonctions de la forme:

ho(z) = —In|cos(z)| + Cy, six €|n/2 + km,7/2 + (k+ 1)7],

ou les ()}, sont des constantes.

f5 est définie sur | — 0o, 2[. Une primitive est —2v/2 — 2. Comme | — 00, 2[ est un intervalle,
les primitives de f3 sont z — —24/2 — x + Cste.



Sic=0,et d#0, fy est définie sur R et les primitives de f sont les fonctions

azr? + 2bx
H e

¥ + Cste, x € .R.

Sic#0, fy est définie sur R\ {—d/c}. On cherche une primitive de f4 en écrivant

alx+d/c)+b—ad/c a bc — ad)/c?
i) = 2 {;x)id / :E+( a:—l—d/)c/ |

Une primitive de f; sur R\ {—d/c} est

ar bc—ad
g4(x):?+ > In|z+d/c|.

Les primitives de f; sur R\ {—d/c} sont

Y

) gu(z) +C1, v < —dfc
ha(e) = {94(1') +Cy, x> —d/c

ou C4, Cy sont des constantes (on peut avoir Cy # Cy).

La fonction f5 est continue sur R (mais pas dérivable en £1!). Une primitive de f5 sur R

est
/f5 t)dt = /|t2—1|dt

95(x):/r(t2—1)dt: {ﬁ_t}::ﬂg_x_z

Pour z < —1 on a

-1

Pour z € [-1,1] on a



Pour conclure les primitives de f5 sur R sont g5 + C ol

3
T
Foo-g o<l

gs(x) = x——+—,x€[ 1,1]

L _r42 x>1

Une primitive de fg sur R\ {5} est z — — ( 35 et les primitives de f5 sur R\ {5} est

+C, r<bh
gs(x) = 2(x52
2(92 52 +OQ, l’>5

f7 est définie et continue sur | — 0o, 4[. Une primitive de f7 sur cet intervalle est

z) = /O Fa(t)dt

On fait un changement de variable s =4 — ¢:

g7(x) = —/4 _x(ln s)ds = —[sIn(s) — s];7" = (x —4)In(4 — ) — =.

Les primitives de f7 sur | — 0o, 4[ sont g7 + C.

fs est continue sur R. Une primitive de fg est:

z) = /0 Fu(t)dt

9s(x) =/0$(—t)2/5dt: {—g(—t)m’ - —;(—:::)7/5.

Pour x <0 on a

Pour x >0 on a

v 5 1 5
(o) = [ 02— 27| =2
0 7 7
Les primitives de fg sur R sont gs + C.

Exercice 2.—



/2
/ tsin(t)dt = [—t cos(t) + sin()]5/* = 1.

1
/ teldt = [te' —e']f = 1.
0
c. Pour calculer

1
/ x arctan(x)dzx
0

on fait une intégration par parties en posant u/(z) = x (donc u(z) = 2?/2) et v(z) =
arctan(x) (donc v'(z) = 1/(1 + 2?)):

1 1 1 IEQ
/0 rarctan(z)dr = [2? arctan(z)/2]5 — 5/0 T 2%
T 1 /1 da
== — -+
8 27 ), 20+ 2
1
= g —3 + [arctan(z)/2];
.m 1+7T
8 2 8
o1
42
d. On écrit x =x + 1 — 1 puis
Lo 1 12 22
———dr = = e+ )2 (a41) "V de = = | S(x +1)2 =2z + 1)V?| = .
| =3 | (@0 e = S 0 -2 )| =2

e. On définit les fonctions u et v de classe C! sur R telles que «/(z) = 1, v(z) =
arctan(x), u(z) = z et v'(z) = 1/(1 + 2?). On obtient en intégrant par parties :

u

1+u2da:

/Oz arctan(u)du = [uarctan(u)]g — /01
= rarctan(r) — [In(1 +¢?)/2]¢ = x arctan(z) — %ln(l + 7).

f. On fait un changement de variable en posant t = Inw, dt = du/u, u = €'. Ainsi,

x 1 Inxz
1, ::/ Mdu:/ tetl=mtqt.
poou” 0



Sin=1onal; =In(x). Pour n # 1 on fait une intégration par parties:

Inx 1—n)t 7 1n(z) In(z) ,(1-n)t
/ ety = [T - / A

217" In(x) { et }ln@
(1 =n)2],
7" In(z) i 1

—n (=np {U=ng

1—n

Exercice 3.— 1. On définit les fonctions u et v de classe C! sur |0, +oo| telles que
u'(x) = xcos(x) + sin(z), v(r) = In(z), u(x) = zsin(x) et v'(x) = 1/x. On obtient en
intégrant par parties :

27/3 2m/3 1
I, = /ﬁ/2 (x cos(x) + sin(z)) In(x)dr = [xsin(x) ln(x)]fr%:)’ — /7r/2 a:sin(:v); dx
V32r . 2m T 27/3
= 93 hl(?) -3 1n(§) + [Cos(x)]ﬂﬂ
s 2m T 1
= TS o Iyghy o Z
B m G =3

2. On définit les fonctions u et v de classe C* sur )0, 4+o0] telles que u/(x) = 1, v(z) =

cos(In(x)), u(x) =z et V'(z) = —m. On obtient en intégrant par parties :

e/ e/ sin(In(z
12:/1 cos(In(x))dx = [xcos(ln(m))]ﬁ”/2+/l ;EM dx

X

e™/2

_ 1y /1 sin(In(z)) dz.

On définit maintenant les fonctions u et v de classe C! sur ]0, +-o00] telles que v'(z) = 1,

v(z) = sin(Iln(z)), u(z) = x et v'(x) = w On obtient en intégrant a nouveau par
parties :
/2 /2
© = © 1
/ sin(ln(z))dx = [zsin(In(z))]] o / xM dx
1 1 4
eﬂ/2

= /2 —/ cos(In(z)) dx.
1
On reporte dans I'égalité précédemment obtenue pour obtenir I, = ™2 — 1 — I,. On a

finalement .
]2 = —<€7r/2 — 1>
2

5



3. On va chercher a calculer J,, = fle <ln(:13)>n dz. On définit les fonctions u et v de classe

n n—1
C! sur ]0, +-00] telles que v'(z) = 1, v(z) = <ln(x)> ,u(x) =z et v'(z) = n%(ln(w)) :
On obtient en intégrant par parties :

n € n—1
J, = |z|In(z e—/nlnl‘ dx
o (@) )5 = [ n(0)

= e—nd,_1.
Onadonc Is=J;=e—3Jy=e—3(e —2J;) = —2e +6J; = —2e + 6(e — Jy). Mais on a
Jo= [{ 1dx =e—1. On obtient donc

Iy =—-2e+6(e—e+1)=6—2e.

1

4. On définit les fonctions u et v de classe C' sur [0, T] telles que v/(z) = =) v(z) =z,
u(z) = tan(z) et v'(xz) = 1. On obtient en intégrant par parties :

/4 1 » /a
14_/0 ICOS2(x) dr = [vtan(x)], —/0 tan(z) dx

5. On définit les fonctions u et v de classe C'! sur [0, §] telles que v/(z) = cos(2z), v(z) = ,
sin(2x)

5~ et v'(z) = 1. On obtient en intégrant par parties :

w/3 in(2 w/3 o 2
I :/ reos(2z)dr = [xsm( x>]g/3 —/ sin(2o) dx
0 2 0 2

u(r) =

TV3  cos(27) x/3
L
3 3
128

6. On définit les fonctions u et v de classe C* sur [0, 3] telles que u/(z) = 1, v(z) =

arcsin(x), u(z) = z et v'(z) = ——. On obtient en intégrant par parties :
V1—x2

1/2 " 1/2 "
Iy = arcsin(z)dx = |xarcsin(zx — ——dx

1
= 55 TV
12 2



Exercice 4.—
f est définie sur |0, +o0o[. Une primitive de f est:

F(z) = / f(t)dt = / (t* —t)(Int — 1)dt.
1 1
On définit les fonctions u et v de classe C' sur |0, 400 telles que v/(¢t) = t*—¢, v(t) = Int—1,
3 _ 2

u(t) = 5 — 5 et v'(t) = 1/t. On obtient en intégrant par parties :

Flz) = /le(t)dt _ Kg _ ﬁ) (In(t) — 1)}? - /1 (g - g) %dt

[\

-(3-)wr-0e3-[ (51
:(§_§)<m<x>—1>+é—[§3—§]j
~(5-5)mw-n+i-5a2-2

Les primitives de f sur |0, 4o0[ sont F' + C.

La fonction g(x) = 22%e” *1 est de classe C*° sur R. On définit les fonctions u et v de
classe C! sur R telles que u/(t) = 2te”” ', v(t) = 12, u(t) = " *! et v/(t) = 2t. On obtient
une primitive de g en intégrant par parties :

G(z) :/ g(t)dt :/ t2(2tet2+1)dt = [t2€t2+1]§ _/ otel*+1 4
0 0 0

— 281 [€t2+1]g

= (22 — 1)e” .

La fonction h(z) = (z + 1)e™* est de classe C* sur R. On définit les fonctions u et v
de classe C! sur R telles que v/(t) = e, v(t) =t + 1, u(t) = —e~* et v/(t) = 1. On obtient
une primitive de h en intégrant par parties :

H(z) = / h(t)dt = / (t+ Ve tdt = [—(t +1)e "] + / e 'dt
0 0 0

=—(@@+De"+1+[-e]
=—(r+1)e—e"4+2
= —(x+2)e" +2.

Les primitives de h sur R sont H + C.

Exercice 5.—



On pose

r—1

g(x) = f(x —2) :xarctan< $+1>

et on cherche les primitives de g.

La fonction g est définie et continue sur | — oo, —1JU|1,4+00[. On peut étendre par
continuité g(1) = lim, ;- g(z) = 7/2. On cherche a calculer une primitive de g sur
| — o0, —1[:

G(z) = / g(t)dt = / t arctan ( E) dt.
. o t— 1

On fait une intégration par parties: «'(t) = t, u(t) = t?/2, et v(t) = arctan (ﬁ /%),

t+1 1 t+1\" 1

(1) = — i

’U() ( t—1> 1+t+1 2\/>(t—1> tgtl
—2

2,/ (t—102 2

1
e t)\/—‘f_,f BEVGEY

En intégrant par parties on obtient (on n’a pas besoin de calculer la constante):

G(x) = /w o' (H)v(t)dt = [uv]”; — /x u(t)v'(t)dt

—1 —1
x? r+1

¢ LC / Y u
— — arctan — EE—
r—1 14tV -1

x? r+1
= — arctan

x—1 +C__ 1 V12

2 1 1
= x—arctan T +C — Va2 —-1.
2 z—1 4

On a que G est dérivable sur | — oo, —1[ et que G'(z) = g(x) pour tout z < —1. Comme g
est continue a gauche en x = —1, il suit que G est aussi dérivable a gauche en x = —1.
Ensuite, on cherche a calculer une primitive de g sur |1, +o00][:

x €T 1
G(z) = / g(t)dt = / t arctan ( i) dt.
1 1 t—1



On fait une intégration par parties: u'(t) = ¢, u(t) = t*/2, et v(t) = arctan ( ﬂ),

/
, t+1 1 1 t+1\" 1
=it ) trm T t—1) 2
T 2/t 1

1 -2 1
2, /el (= 1) %
1 1

(1), /i 2AVE T

On remarque ici que le calcul est un peu différent !
En intégrant par parties on obtient (on n’a pas besoin de calculer la constante):

G(z) = /136 o' (t)o(t)dt = [uv]] — /ju(t)v'(t)dt

2 1 x t2
:%arctan T +C’+/
1

——dt
Atvt? — 1

x? x+1 1 [ t
= — arctan +C’—|——/ dt
2 4/, \/tzj

2 1 1
:%arctan T +C+va2_1'

r—1

8
|
—

On a que G est dérivable sur |1, +oo[ et que G'(x) = g(x) pour tout > 1. Comme g est
continue a droite en x = 1, il suit que G est aussi dérivable a droite en x = 1.
On conclut que les primitives de f sont les fonctions de la forme

@arctan (Mi—ﬁ’) +C — }l\/m2+4x+3, r< -3

Flo) = @422 5 retan z43) 4 Oy +1y/x2 44 3. x> —1
3 o 2+ IVIE+4r+9o, T 2

ou C1, Cy sont des constantes (pas nécessairement la méme).

Exercice 6.— On commence par déterminer une primitive sur R de f : x x?—; Pour
cela, on décompose 2* =2 — 141 = (2> + 1)(2* — 1) + 1 et on obtient
4

A=

2+ 1

On en déduit que F' : x — %x3 — x + arctan(z) est une primitive de f sur R.



Puis on définit les fonctions u et v de classe C' sur [0,/3] telles que u'(z) =

v(z) = In(z® + 1), u(z) = 32° et v/(x) = 3%, On obtient en intégrant par parties :
V3 V3 4
1 2 x
/0 2?In(z® +1)dr = [gx?’ In(2? + 1)](‘)/g — 5/0 o dx
2.1
= V3In(4) — Slgr’ — o+ arctan(z)]y>
2
= V3In(4) - gﬁ

Exercice 7.—

w/4
L = /0 cos(z) sin*(z)dx = [sin5(x)/5]g/4 = ﬁ

2 1 2
]2:/ (1—|—|x—1|3)dx:2+/ (1—x)3dx+/ (z —1)*dx = 5/2.
0 0 1

0 w/4
= n(x)dr = — an(z)dz = [In(cos(z)|™* = —In )
13—/7r/4ta<>d | ez = nteos(e)lf* = ~1n(2)2

/6
I, = / (sin® x + cos® x)dz.
0

On calcule séparément

/6 /6 1 2
/ sin® zdr = / (1 — cos® z) sin xdx = / (1 —t*)dt = 3~
0 0

w
oo%
w

V3/2
par le changement de variable u = cos(x), du = — sin(z)dx, et
/6 /6 1/2 11
/ sin® xdr = / (1 — sin® ) cos xdx = / (1—t3)dt = —
0 0 0 24
par le changement de variable u = sinz, du = cos xdx. On obtient donc I, = 9_3‘/5.
2 2
Is = / " sdr = [In(4 + 2%)/3]*, = (In(12) — In(3))/3 = 2In(2)/3.
-1 T
1/2 _arctan(2z) arctan(2z) 7 1/2 /4 _q
fom [ )y
o 1+4z 2 0 2
1/2 /2 _ V3 —2

—xdx 5
o Vi-z22 Vi =

I = .

10



dx = [arcsin(z)]§ = 7/2.

/1 dx
= [ ———
0 \/1—352

! 2v/2 — 1
Iy = / V1 + 22dr = [(1 +22)¥?/3];* = —\/_3 :
0

I = /_2 |z|dx = /O(—x)d;ﬂ + /02 zdr = [—2*/2), + [2*/2]5 = 5/2.

1 -1

Exercice 8.— 1. On a
b b'e
/ z?sin(z) dv = [~a?cosz]y + 2/ x cos xdx
0 0

X

= —X%osX—i—Q([xsinx]é(—/ sinxdx)
0

= —XZ%cos X +2Xsin X +2cos X — 2.

On conclut que les primitives de ¢ sont X + —X?cos X + 2X sin X + cos X + C, avec
C € R une constante.

2. Siu =73 alors x = (%)3

2
cdr =3 (9) du, on a donc!
™ ™

1 ™ 2
/ sin(mz/?) de = / 3 <E> sinu du
0 0 AT

3 ™

_ 2 o

= = u’sinu du
™ Jo

= —[-X%cos X +2X sin X + 2cos X|]

Exercice 9.—

1
A:/ vV 3z + ldx.
0

Onpose z=3x+1,dz=3dz, v =(2—-1)/3,2=02=1,z=1<2=4. Ona

4 4
21 12 2 116
A= doy — = | 2,82 _ 232 — 220
/1 g VA 9{52 37 |, 7 135

'Remarquer que les résultats du cours indiquent plutét qu’en partant du membre de droite de I’égalité
qui suit, on tombe sur le membre de gauche: le changement de variable est bien de classe C' dans ce sens

11



1 1 1 x 1
B:/ dx:/ i alx:[oc—ln(e“c—kl)]é:1—ln€+ :
o e*+1 0 1+e” 2

Pour calculer C, on pose x = t? — 1, dx = 2tdt:

V2
C:/o ft_f’; 26 — 21n(1 + £)]Y2 = 2v/2 — 2In(1 + V2).

Pour calculer D on pose v = z/(z + 1), donc x = v/(1 —v), dz = dv/(1 — v)*:

Ho [ in(e)—2 :/1/2 In(v)

1/3 v (1—wv)? 13 v

On fait encore un changement de variable t = In(v), dt = dv/v:

In(2) B 122_132
Do [ ey - (28

Pour calculer E on pose t = a2 + 1, dt = 32>

Y dt 1 1 o In(16) —In(9))
E_ém_gé (t_—l—g)dt Llin(t — 1) — Ingey)g = 2 0O)

2

Pour calculer F on pose t = Va2 + 1, dt = S*~dx, +— = 21

x24+1 77 2241 t2
! 1 4-3V2
F_/ (1—t‘2)dt:1—\/§+1——:—‘/_.
v V2 2
Pour calculer G on pose ¢t = In(x? + 1), dt = zgildx:

G:/ —dt:(hllo).
. 2 4

Pour calculer H on pose x = sin(t), t € [0,7/2], dx = cos(t)dt.

7I'/2 7T/2 1 2t
H = / cos® (t)dt = / %S”dt =2 in(e/a” = 7
0 0

Pour calculer I on pose = In(t? + 1), dz = 2-dt:

1241
1 o2 1
2t dt T
I= dt =2—2 = 2 — 2[arctan(t)]; =2 — —.
/0 FoR] /0 o] [arctan(t)]y 5
Pour calculer J on pose x = 2arctan(u), de = 1+2u2 du. On a
1—u?

cos(z) = cos(2arctan(u)) =

14 u?

12



1rak 1—tan?
On a utilisé cos(2y) = {37s. On calcule:
1 1
1 2 Cd(u/V5) 2
J = du = / / = — arctan(1/V5).
/0 34217 L+ o 5x @ T By Tt 1+ u/V62 V5 VD)
Pour calculer K pour z > 0 on pose u = e %, de = —du/u:

= arccos(u) + C' = arccos(e™") + C.

K—/ —du _/ —du
B uvu?—1 B V1 —u?

Pour calculer L pour x €] — w/4,37/4] on pose u = tan(z/2), dx = 1%?323
/ 1 2du / 2du 1 ( 1 1 )
L — 5 = = — —+ dU
—2”+1“ 1+ u? I—u?+2u /2 V2+1—u V2—1+u

—Lln V2—1+u —iln V2 — 1+ tan(z/2)
V2 V2+1l—ul V2 \/§+1—tan(x/2) '

Pour calculer M on pose z = sint, dx = cos(t)dt. Pour x € [0,1/2] on a t € [0,7/6] et
cos(t) > 0, donc

t ™61 — cos(2t . 3
M= / SIC) os(t)dt = / Locos) ) m oy o= T V3
; 2 12 28

Exercice 10.—
Pour calculer I on pose t = cos(z), dt = —sin(x)dz. On a sin(2z) = 2 cos(z) sin(z)dz,
donc

b tat Loat
I:/ 2—:1—2/ —— =1-2[In(t+1)]1,, =1 —2In(4/3).
: W TH [In(t + 1)]32 (4/

Pour calculer /5 on pose t = sin(z), dt = cos(z)dz. On a

I cos(x) B cos(x)
sin(2z)  2sin(r)cos?(z)  2sin(z)(1 — sin®(z)’
Puis 3
1/v2
dt

I :/ ERETIY (1)
On décompose en éléments simples:

1 a b c

=-+—+

21 —12) ¢t 1—t t4+1

a(l —t2) +b(t* + 1) +c(t — 1) = 1/2.

13



On trouve —a+b—c=0,a=1/2,b= —¢,donc a =1/2,b =1/4,¢c = —1/4. Avec ces
valeurs de a, b, ¢, on calcule:

1 [V272 1 1 1 2 In(3)
L=- S — —)dt==-[2In(t) — In(1 — £2 =_—
2 4/1/2 <t+1—t t+1> 1 20 = (=), 1

On pourra aussi calculer I, dans (1) par un changement de variable u = 2, du = 2tdt:

V2 du 120 1 1 12 In(3)
I = —_— == — du = = [In(u) — In(1 — u)]}2 = =2,
2 /1/4 u(l—w) 1 /1/4 (u + 11— u) U= In(u) — In( “)]1/4 1

Pour calculer I3 on pose t = sin(z), dt = cos(x)dx:

I = /01 o /01 <L _ L) dt = In(3 = £) — n(2 — )]} = In(4/3).

6 — 5t + t2 2—t 33—t

Exercice 11.— ,
1. La fonction f(z) = % est définie sur R \ Z7. On cherche une primitive de f sur
10, w[. On pose u = sin(z), du = cos(z)dz. On a

cos®(z) 1—u? -1 1 -1 1
/ sin(z) ’ / e * u * 3sin®(z) * sin(x) +

La fonction F'(z) = 35?3}(9:) + @ définie sur R\ Zz vérifie F'(z) = f(x). Par conséquent,
les primitives de f sur D = R\ Zx sont les fonctions de la forme: F(x) + Cj sur chaque
intervalle I, C D.
2. La fonction g(z) = cos?(x)sin*(x) est continue sur R. Pour chercher une primitive
de g on pose u = sin(x), du = cos(x):
o 4 w o’ sin®(z)  sin’(z)
/(1 u)udu-5 7—1—0— E - +C.

G(z) =

3. La fonction h(x) = 2++n(w) est continue sur R. Pour chercher une primitive de h sur

| — 7, 7| on pose u = tan(x/2), de = 2du/(1 + u?):

H(:C)—/ 2du _/ du _/ du
w2+ S Trutw? ) (w524

Onposeu—i—%:‘év, du =

_ 2 [ —iarcanv—iarcan 2tan(z/2) + 1
) = o [ 1 = gertante) = Jparetan (2T o

NEP
TdU.

14



On vérifie bien que H est dfinie sur D = R\ (1 + 2Z)7 et H'(z) = h(z) pour tout = € D.
Comme h est continue sur R, le TAF assure que H est dérivable sur R et H'(z) = h(x)
pour tout x € R. On conclut que les primitives de h sur R sont

2 <2tan(x/2)—|—1> Lo

—— arctan
V3 V3

Exercice 12.—

1. Soient deux réels a < b et f une fonction de classe C([a,b],R). D’apres le théoreme
fondamental de I'analyse, f admet des primitives sur I'intervalle [a, b] et, en appelant
F T'une d’elles, on a :

/ f(t)dt = F(b) - F(a).

Comme F est de plus de classe C!([a,b],R) (car dérivable sur [a,b] de dérivée f
continue sur [a, b]), on a d’apres le TAF 'existence d’un réel ¢ € [a, b] tel que

F(b)-F(a) = (—a)F'(c) = (b—a)f(c) doi (/tﬂﬂdt: (b—a) f(e)!

Fr=f
2. Si f est une fonction de classe C(R™,R), alors pour tout =z > 0, f € C([0,z],R) et
donc par ce qui précede :

pour tout x >0, Je, € [0,2] tel que /Omf(t) dt = (x—0)f(c,) = z f(ca)-

Ainsi L [ f(t) dt = f(c,) et & la limite 2 — 0T, comme ¢, € [0, 2] — 0 en vertu du
théoreme des gendarmes, il vient par continuité de f en 0:

1 X
— t) dt = :) — 0).
Lo = e — 1)
Exercice 13.— Dans ce qui suit, on note F' la primitive sur R de la fonction continue f,

qui s’annule en 0. Autrement dit, on a F(z) = / f(t)dt et F est de classe C! sur R.
0
1. On écrit ¢1(z) = F(2?). La fonction ¢; est donc la composée de F et de la fonction
carrée. Elle est donc C* sur R et, pour tout z € R :
#1(w) = 20F (a) = 20 (a?),
2. On écrit ¢o(x) = F(sin(z)) — F(z). La fonction F osin est la composée de 2 fonctions

de classe C! sur R, elle est donc C! sur R, et ¢, aussi par conséquent. On a, pour
tout z € R :

dhla) = cos(a)F(sin(x)) — F'(x)
— cos(z) f(sin()) — f(z).
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3. On commence par réécrire ¢3(x). Pour x # 0, on fait le changement de variable
u=tzetona:
(z°) — F(2?)
x

bs(z) = i / Fluydu =L

et la fonction ¢3 est clairement de classe C! sur R*.
Pour z = 0, on a ¢3(0) = 0 par définition de ¢3.

On montre d’abord que la fonction ¢3 est continue en x = 0. Soit x # 0. Par le
théoreme des accroissements finis sur [z3, 2%] ou [2?,2?] suivant que 0 < z < 1 ou

—1 < x <0, il existe ¢, entre 22 et 22 tel que

F($3) _ F(:L‘z) _ (1‘3 — x2>F/(Cx) _ ((ﬂQ —2)f(ca).

Zz T

Comme f est continue, quand on fait tendre x vers 0, ¢, tend aussi vers 0 et on

obtient lim ¢3(z) = 0£(0) = 0 = ¢5(0).

On montre maintenant que ¢3 est de classe C! sur R. Il suffit de montrer que la
limite de ¢4(z) (pour = # 0) existe quand x tend vers 0. On a, pour x # 0,

(3220 — 20/ (@)} - (F(a) — F(a)

Ps(z) =
= Buf(a’) —2f(2?) -

= 3uf(2’) — 2f(a”
= 3uf(a’) — 2f(a”
Quand z tend vers 0, ¢4(z) tend vers —2f(0) — (—1)f(0) = — f(0). On en déduit que

~— ~—
|
~—~
8
| I
—_
~—
~
~—
o
8
~—

¢3 est dérivable en z = 0, que ¢4(0) = —f(0) et méme que ¢} est continue en x = 0.
Donc ¢3 est de classe C'! sur R (on rappelle qu’on savait déja que ¢3 était de classe
C! sur R* )

Exercice 14.— 1. La fonction racine carrée est continue sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1].
Les fonctions arcsin et arccos sont continues sur [0,1]. On en déduit que les fonctions
composées u : t +» arcsin(y/t) et v : t > arccos(y/f) sont continues sur [0, 1] et possedent
donc respectivement des primitives sur [0,1] F et G de classe C'. Comme les fonctions
sin? et cos? sont de classe C! sur R et & valeurs dans [0, 1], on en déduit que la fonction

f = F osin*+G o cos®

est bien définie et de classe C' sur R.
2. Pour z € [0,7/2] on a sin(x) > 0, cos(x) > 0, et arcsin(sin(x)) = arccos(cos(z)) = =,
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ainsi

fl(x) = F'(sin®(z)) 2003( )sm( ) — G'(x)ZSin(x) cos(x)

= sin(22) <u sin? (cos® )
= sin(2z) (arcsm sin(x)) — arccos(cos(z )))
= sin(27z) <:r: >
Pour z € [r/2, 7] on a sin(z) > 0 > cos(x) et arcsin(sin(z)) = m — x, arccos(— cos(x)) =

f'(x) = sin(2x) ( arcsin(sin(z)) — arccos(— Cos(a:)))

= sin(2z) (7r —z—(m— :z:)) = 0.

On en déduit que f est constante sur [0, 7]. Comme arcsin(t) + arccos(t) = 7/2 pour tout
t € [—1,1], il suit que

1/2
/) = /O (arcsin(v/F) + arccos(Vi))dt = 7 /4.

On obtient donc f(z) = f(w/4) = w/4 pour tout x € [0,7]. On remarque également que
f est m-périodique car sin(r + ) = — sin(x) et cos(m + x) = — cos(x), donc sin?(x + ) =
sin?(x) et cos?(z + ) = cos?(x), puis f(z + m) = f(z). Il suit que f est constante sur R
et elle vaut 7/4 pour tout = € R.

Exercice 15.— 1. On multiplie I'égalité par x # 0
1 a br+c

(14 22) —;+1+x2'

On obtient

1 +a2 7 1+a?
et on fait tendre x vers 0. Il en résulte que a = 1. Si on fait tendre x vers +oo dans
cette derniere égalité, on obtient 0 = a + b car ‘”(ff;c) = f’;;;fl tend vers b quand z tend
vers +o00. On a donc b = —a = —1. Pour déterminer ¢, il suffit de choisir x = 1 dans la
premiere égalité. On a % =1+ % donc ¢ = 0. On obtient la décomposition

1 z(bx + c)

1 1 -z

(1 + x?) _54_1—4—1’2'

Il est vrai que cette égalité était un peu évidente. Disons que la méthode était intéressante.
2. On définit les fonctions u et v de classe C' sur [a, 1] telles que u/(z) = T v(z) =
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In(z), u(z) = =L et v/(z) = 2. On obtient en intégrant par parties :

1422
Lo ~1/2 [
—1 = 1 Ly —
/a L n(x)dx [1+x2 n(x)]a+2/a w(l—i—x?)d:p
In(a) 1 1 911
= MY ) — S In(1
In(a)  In(2) In(e) n In(1 + a?)
2(1 4 a?) 2 4
__a’ln(a) In(2) N In(1 + o?)
- 1+4a? 4 4
On rappelle que lir61+ a?In(a) = 0. On en déduit que
a—
_ ! x In(2)
alil’{)a 3 mlﬂ(l’) dl’ = — 1 .
Exercice 16.—
1. On a A2 2)
_a rT+2)+u
f(x)_erl 22 +2x+5
x _a A2z +2)+p
3 4+322+T7x+5 x+1  22+22+5
x a(a? 422 +5) + A2z +2)(x + 1) + p(z 4+ 1)
w3 +322+ T +5 234+ 322 4+ Tx+5

< 1= (a+2\)2* + (2a + 4\ + )z + 5a + 2\ + p.

On obtient a 4+ 2\ =0, 2a + 4\ + p =1 et ba+ 2)\ + ;o = 0. Ensuite, on utilise la méthode
du pivot appris en MDD152 pour trouver a = —1/4,u =1 et A = 1/8. Ainsi

-1 +1 20 + 2 L 1
4z +1) 8x242x+4+5 (x+1)2+4

flx) =
Une primitive de f sur R\ {—1} est

1 1 In(2? + 2 5 1 1
F(a:):/f(x)dx:—n|x4+ |—|— n(z —; v +§arctan(%>.

Exercice 17.—
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1. On a

£() 2 4+2r+3 22 —14+2x+2+42 ” 2 N 2
xT) = _— g
! 22 —1 22 —1 z—1 " (z—D@+1)
14 2 N 1 1
N r—1 r—1 x+1
3 1
=1 — .
+x—1 z+1

Une primitive de f; sur R\ {£1} est
/f(a:)dx =z+3lnjz—1]— In|z+1|.
Les primitives de f; sur R\ {£1} sont

r+3lnjr—1— Injz+ 1|+ Cy, z < -1,
Fi(z)=<¢x+3ln|z—1]— Inlz+1]+Cy, -1 <z <1,
r+3lnjz—1— Injlz+1|+C5,2>1

2. On a que 2° + 3z + 2 = (z + 1)(z + 2). On cherche a, b, c, d tels que

hla) »4+r+1 a N b b ertd
x) = = cr )
2 24+3x+2 z+1 zx+2

Bien siire qu’on peut regrouper les termes et identifier les coefficients pour trouver a, b, ¢, d.
Ici on s’offre une autre méthode. On divise par x en fait tendre z — 400 pour trouver c:

3 1
folr)  z x4 L
x x3 + 322 4+ 2x

1 a b
— + +crx+d| —c,
z\rz+1 x+2

donc ¢ = 1. Ensuite on regarde g(x) = fo(z) — a:

_—3:62—£C+1_ a b

g(z) =

En faisant © — +o00 on obtient d = —3. On regarde h(z) = g(z) + 3:

= d.
24+ 3z +1 x+1+x+2+

Sr + 7 .+ 7 a b

22 +3r+2 (x+1)(z+2) _ZE+1+[E+2‘

h(z) =

Onaa=Ilim,, i(z+1)h(z) =—1et b=1lim,, o(x + 2)h(xz) =9. Ainsi,

1

_3
PR B S

fo(z) = —
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On vérifie bien que cette identité est vraie par un calcul direct.
Une primitive de fo sur R\ {—1, —2} est

2
/fg(x)dxz —In|z+1]+9njz + 1| +% — 3z.
Les primitives de fo sur R\ {—1, —2} sont

—1n\:c—|—1\+91n]a;+1]—|—%2—3:1:'—1—01, r < =2
Fy(z) =4 —Injz+1|+9nfz+1|+Z —30+Cy, —2<z < —1
—ln|x—|—1|—|—9ln|x—|—1|—|—%2—3m—|—C’3, r>—1

3. On cherche a, b, c tels que

1 a b c
L P Py el S ¥

On applique la méme méthode qu’avant pour trouver a = 1/2, b = —1/2, ¢ = 1/2. Ainsi

1 1 -1 1
+

fa(@) = 2(r—D(x—2) 2 2 —1)  2x-2)

Une primitive de f3 sur R\ {0, 1,2} est
1
/fg(w)dw =3 (In|z| —Injz — 1| +In|z+1]).
Les primitives de f5 sur R\ {0, 1,2} sont

t(njz|—Injz =1+ |z +1))+C, 2 <0
t(njz|—Injz -1 +njz+1))+C, 0<z <1
tnjz|—Injz -1+ |z +1))+C;, 1 <z <2
s(njz|—Injz =1+ njz+1))+Cy, 2 <z

3z2 1 1

Exercice 18.— On a 2 — i T

Donc,

1(X) —/X L 1 Yy
— ), U2 1ra2) ™

X X1
= / dx—/ dx
o 1+ a2 o 1+4x2

1
= arctan X — 5 arctan(2.X)
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Lorsque X — +o00, I(X) a donc pour limite § —

lr __ 7
22~ 4

Exercice 19.—
On pose

In(z,) = % (z:: In (1 + %))

est la somme de Riemann a droite d’ordre n de la fonction f(z) = In(1 + ) sur [0, 1].
Comme f est continue sur [0, 1], on a

En prenant In on obtient

lim In(z,) = /0 f(z)de = /0 In(z + 1)dz = [(x + 1) In(z + 1) — 2]§ = 2In(2) — 1.

n—-+o0o

On pose

n 3 1/n
UYp = (,H <1+ﬁ)> > 1.

Pour chaque N € N* fixé, et n > N, on a

1 (< k
O<lny, <-— In{1+4+— = Zn.
<ny_n<;n<+Nn)> z

On remarque que z, est la somme de Riemann & droite d’ordre n de la fonction fy(z) =
In(1+ x/N) sur [0,1]. Comme fy est croissante sur [0, 1], on a

0< /1 fN(Qf)dQZ < /1 fN(l)d$ = fN(l) = ln(l + 1/N) —)N_H_OO 0.

En vertu du théoreme des gendarmes on a fol fn(z)dx — 0 lorsque N — 4o00. Ainsi,

1
lim 2z, :/ fn(z)de —N7T0.
0

n—-+o0o
En vertu du théoreme des gendarmes on obtient In(y,) — 0, donc y,, — 1.

Exercice 20.—
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1. a) On a d’abord pour tout n € N*,

2n

3

1 1 1 1 1
p:an n -+ n + n—+mn k:1n+

l e 1 L |
nk:11+ﬁn%+oo o 14w

le calcul de la limite étant une conséquence de la continuité de z — = sur [0,1]
et des résultats du cours sur les sommes de Riemann (la somme précédente étant sa

somme de Riemann a droite d’ordre n).

b) On effectue de méme le second calcul (en utilisant la continuité de x +— < sur

e
[0,1]):
U n 1 1 <& 1 1< 1
11—«
et e vl S e vl S A ‘Z—kan—;
P=n+1p k=1 (n+k> n k=1 (1+ E) _+> 0 car a>1;n k=1 (1+ E) ot

~~

1 1
Ml eeo L

2. Montrons d’abord la premiere inégalité, c-a-d que x —sinx > 0 pour tout x > 0. On
étudie pour cela la fonction f définie sur R* par f(z) = x — sinx. Elle est dérivable
sur R de dérivée f'(x) =1 — cosx > 0 donc est croissante. Ainsi, f(z) > f(0) =0
pour tout x > 0, d’ou I'inégalité voulue sin x < z pour tout x > 0.

En intégrant cette derniere inégalité entre 0 et y pour y > 0 quelconque, on obtient
la deuxieme inégalité :

Y Y yQ y2
/ sinzdr < / rdr ca-d —cosy+1 < 5 d’ou cosy > 1— 5
0 0

Enfin, en intégrant cette derniere inégalité entre 0 et z pour z > 0 quelconque, on
obtient la troisieme inégalité :

z y2 z 23
/ (1—?)dy < / cosydy c-a~d i- g < sinz.
0 0

3. On a donc, pour tout n e N*et pe N, n+ 1 <p < 2n,

1 1 /1 1
- = — < sin|-—-)| < -
p Op P D

donc en sommant entre n + 1 et 2n,

2n 1 1 2n 1 2n 1 2n . 1 2n 1
> Grw) - 2 s 2u() < 25

p=n+1 p=n-+1 p=n+1 p=n+1
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2n 2n
D’apres la question 1, on sait de plus que lim 5. f=1In2et lim > £ =0,
n——+o0o p=n+1 p n—+oo p=n+1

d’otu la limite suivante en vertu du théoreme des gendarmes :

2n 1
Z sin (—) — In2.
p n—4o00

p=n+1

Exercice 21.— 1. Puisque 1 + (tanz)? est une expression de la dérivée de la fonction

tangente, I'expression proposée est de la forme u(x)"u/(z) et une primitive en est x +—

(tan z)" !

n+1
2. On trouve immédiatement [y = 7/4. La fonction tan ayant son expression de la forme
—u'/u (ot u est la fonction cos), une de ses primitives sur | — 7/2, 7/2[ a pour expression
—In(cosz). On obtient donc I; = —In(cos(n/4)) = In(2)/2. La primitive donnée dans la
premiere question aboutit a 1'égalité I, + I,,;0 = 1/(n+ 1).
3. Comme la fonction intégrée = — (tanx)" est positive sur le segment d’intégration, on
obtient immédiatement 1'inégalité I,, > 0. Le but de cette question est de montrer que
I, — 0 lorsque n — +oo. Il suffit donc de majorer I,, par une suite tendant clairement
vers 0. Comme I,,.5 > 0, on a par la question précédente

1
n+1

0< 1, < :
ce qui nous permet de conclure.

4. On peut d’apres la question 2) écrire S, = (Io+ 1) — (lo+14)+- - -+ (=1)"(Lon+ Lons2) =
Iy + (—=1)"I2, 12 qui a pour limite Iy = 7/4.

5. Puisque 1/(k+1) = 2/(2k +2) on a de méme T,, = 2([y + I3) — 2(Is+ I5) + --- +
(—=1)"2(Lans1 + Iopys) = 211 + (—1)"215, 43 qui a pour limite 2/; = In2.

Exercice 22.—

1. La fonction = + In(1 + x) est continue sur 'intervalle I =| — 1, +o00[ donc y admet
des primitives. En particulier, sa primitive s’annulant en 0 est donnée, d’apres le
théoreme fondamental de Panalyse, par I 3 x +— [ In(1+¢)dt. Or on a pour z € I :

/ In(1+¢)dt = [(1+¢)In(1+ )], —dt
0 uzln(l—i—t),u’:ll 14t
IPP : , +t
v=1Lv=1+1

= 1l+z)n(l+2)—=.

1
2. On considere (u,)nen+ la suite de terme général u,, = <(2n)‘!> "
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a) On a donc pour tout n € N* :

Inwu, = %<ln((2:!)!)—nlnn> = %<1n(2n>< 2n—1)><...><(n+1))—nlnn)
— %(i In(n + k) — nn) )
= % ln(l—{—%).

k=

—

b) La fonction z +— In(1 + z) est continue sur [0, 1] et sa somme de Riemann a
droite d’ordre n € N* sur [0, 1] n’est autre que 2 > In(1+ ). On a donc en
particulier d’apres le résultat du cours sur les sommes de Riemann :

I & k !

Vn e N, Inu, =— E In(l+-) — / In(14t)dt = 2In2—1 = In4—1.
n n’ n—o+oo J Q.1.

Par continuité de la fonction exp sur R, on en déduit donc que

4
Vne N, w, = exp(lnu, — exp(lnd—1) = —.

—+00 e

Exercice 23.—

1. Le changement de variable ¢t = 7/2 — u effectué dans I,, donne

w/2 0 /2
I, = / sin” tdt = / sin"(7/2 —u) — du = / cos" udu = J,, .
0 0

w/2

2. On integre par parties :
/2
I, = /O sin ¢ sin" ! ¢dt
o el ,7/2 /2 . n_9
= [ — costsin ﬂo - /0 (—cost)(n — 1)(cost)sin"“ tdt

w/2
=(n-1) / (1 — sin?t) sin™ 2 tdt
0
= (n—=1)1,_o—(n—1)1,.

On a donc bien nl, = (n — 1)1, _».
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3. Montrons par récurrence sur p > 1 la relation

Si p = 11l s’agit de montrer que Iy = m/4. C’est bien le cas :

/ sin? tdt = / L
; ; 2 1

Supposons maintenant la relation démontrée au rang p > 1. D’apres ’égalité obtenue
a la question précédente, on a Iopio = gi—iél 9p- En utilisant 'hypothese de récurrence,
on trouve

p+1

2p+1 w+1 (Fr2i—1\m 2%—1\m
T op 427 T 2p 42 (11 2i ) 2 (11 2i ) 2

i= i=
C’est bien la relation attendue au rang p + 1.

On procede de fagon similaire pour le calcul de I, avec n impair.
4. 11 suffit d’observer que sint € [0, 1] pour tout ¢ € [0,7/2] ce qui implique
Vt € [0, 7/2] sin®tt <sin*t < sin*'t.

En intégrant ces inégalités sur lintervalle on trouve Iy, 1 < Iy, < Ip,q. Ces
inégalités sont strictes. Supposons par 'absurde qu’il existe n > 0 tel que I,,41 = IL,,.
Dans ce cas, l'intégrale de t = 0 & t = 7/2 de la fonction ¢(t) = sin" ¢ — sin"*' ¢, qui
est positive sur [0, 7/2], est nulle. On doit donc nécessairement avoir ¢(t) = 0 pour
tout ¢ € [0,7/2]. Or, ¢(r/6) =271 > 0 d’olt une contradiction.

5. On trouve

Iop 1 _ 2p+1 1
Iopia 2p
6. On observe que I'inégalité du 4. donne
I I,
1< 22 o2l

12p+1 [2p+l

Le résultat souhaité est donc une conséquence de la question précédente et du théoreme
des gendarmes.

7. En explicitant [Qplz;ﬁrl on trouve :

2
I P21\ =«
(2p + )<H 2 ) 2

Lop+a i=1
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Puisque ceci tend vers 1 on en déduit en prenant 'inverse :

2 LT ?

1
li —
ptee 2p £ 1 (Ul 2¢—1> T

2p+

, qui tend aussi vers 1, on en déduit par produit de

1 Hp 2\

]
l.]ll - pu— .
P—1>+oop < 21 — 1) "

C’est bien la premiere limite recherchée. On en déduit la seconde en observant que
I’'on peut reformuler les produits de la fagon suivante :

En prenant le produit avec
limites :

p p

[J@) =2, JJ@i-1) H% = 2pp' .

=1 =1
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