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Module MDD151 : Calcul intégral

Corrigé de la feuille d’exercices numéro 3

Formules de Taylor

Exercice 1.— Corrigé.

Dans cet exercice il s’agit d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a 4 fonc-
tions : le signe de l'intégrale permet d’établir les inégalités.

1. Démontrons que x — %3 <sinz < z pour tout z € [O, 5}.

s

Notons f; la fonction qui a tout = € [0, 5] associe sinx et calculons ses dérivées
successives, cette fonction étant infiniment dérivable :

fi(x) =cosz, f{(xr)=—sinz, f1(3) (r) = —cosz, f1(4)(sc) =sinz = fi(z).

Ainsi la formule de Taylor appliquée a f; entre x € [O, %} et 0 a l'ordre 3 s’écrit :

x—t)3

2 3 T
File) = F0) + 2 £10) + 57100+ 5100 + [T IS 0w .

Ce qui donne en remplagant les dérivées de f; en 0 par leurs valeurs :

3 x — ¢ 3
@) =0+z+0-2 1+ [ E= Gy an
TR AT

Or pour tout t € [O, %], on a l'inégalité sint > 0 et comme il en est de méme de (x — t)
(z—t)®
3!

sin(t) > 0 et donc par positivité de l'intégrale on obtient que :

T T —1t)? .
— >
Vo € [0, 2] : /0 i sin(t) dt > 0

car t < x donc

et donc fi(x) >z — ﬁ—? (Le polynéme = — g—? étant le polynome de Taylor de f; a l'ordre
3.)

L’autre inégalité s’obtient en écrivant la formule de Taylor a 'ordre 1 de f;, on obtient
alors :

fi(e) = £1(0) + 2 £(0) + / o O fO()dt =+ / " — t)(—sint) dt.
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Or pour tout x € [0, g] ,t €10, 2], (x—t)(—sint) <0 donc par positivité de l'intégrale
on obtient bien que :

Vo € {o, g] , /Ox(x — #)(—sin(t))dt <0

donc Vz € [0, %] ,sin(z )<£L‘

2. Démontrons que r — % < In(1+4 x) < 2 pour tout x > 0.

On procede de la meme maniere en posant fs la fonction définie pour tout x > 0 par
fa(z) = In(1 + z). La fonction f, est infiniment dérivable pour tout x > 0, calculons alors
ses dérivées successives :

1
1+

fé(ﬂi) = ) él(x) ==

Ainsi :
f2(0) =0, f3(0)=1, f5(0)=

La formule de Taylor avec reste intégrale a l'ordre 2 entre 0 et z devient, en remplacant
les dérivées successives de f, par ses valeurs en 0 :

B _2? T(r—1t)? 2
fo(z) =0+ 2+/0 5 (1+t)3dt'

Or pour tout & > 0 et pour tout t € [0, ] on a (x;t)z (1ft)3

I'intégrale on obtient que :
Tx—1t)r 2
/ (=) dt > 0.
0o 2 (L+tp

22
T = <In(1+ x).

On en déduit alors que

Pour obtenir 'autre inégalité il suffit d’appliquer la formule de Taylor a 'ordre 1 & f5 entre
0 et = ce qui donne, en remplagant f>(0) et f5(0) par leur valeur :

fa(z) = 0—|—x+/01(:1:—t) (—%dt,

1+41)?)

Or pour tout > 0 et pour tout t € [0, z] on a (z —1t) (— (1+t 7 < 0 donc

v 1

ce qui permet de conclure que :
In(l+z)<z
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3. Démontrons que 1+ x + % < e” pour tout x > 0.

La fonction exponentielle est infiniment dérivable et a toutes ses dérivées en tout point
x € R égalent a e”. On applique donc la formule de Taylor avec reste intégral a I’exponen-
tielle a 'ordre 2 entre 0 et x, pour tout x > 0. On obtient :

2 x —t2 2 T _t2
ez:60+x€0+x_€o+/ Metdtzl—kx—l—m—qL/ uetdt.
2 . 2 2 )y T 2

(z—1)?
2

Or pour tout z > 0 et pour tout ¢t € [0, z] on a et > 0 donc par positivité de

I'intégrale,
/ @0 g >0
0 2

et doncl+x+%2§ex pour tout x > 0.

4. Démontronsquel—l—%—% <Vli+z< 1—1—%—‘%2—1-’13—2 pour tout x > 0.
Notons f; la fonction qui a tout x > 0 associe fy(z) = +/1+ 2. La fonction f; est
infiniment dérivable pour tout x > 0,
1 3 5
filz) = 5L+ )72, fl0) = —§(1+2)72, ;@) = 31+ )78
4 _1
et fi(x) = (1 + )75,
o 3 4 . X
Ainsi f4(0) =1, f1(0) =1, f1(0) = —1, fi )(0) =i fi )(0) = —12. En appliquant &
fa la formule de Taylor avec reste intégral entre 0 et x a 'ordre 3 on obtient alors :

’ z? " z? (3) v (x_t)g (4)
fa(@) = f4(0) + 2 f3(0) + 5]04 (0) + §f4 (0) + ; Tf4 (t) dt.
Soit ) 5 et 15
r oz T — 7
4T, “ 2040 dt
fa(x) 573 +16+/0 T ( 16( +t)72)dt
Or pour tout > 0 et pour tout ¢ € [0, ] on a
x—t 3 15 T
( 3!> (—E(lth) 2) <0

donc pour tout * > 0, vV1+x <1+ 5 — % + %. En appliquant a f, la formule de Taylor
avec reste intégral entre 0 et x a ’ordre 2 on obtient de la méme maniere :

(z —t)?

o i () dt

file) = F(0) 2 £0)+ 10+ [

soit

r  x? Tz —1t)? 3 5
—14 2T 21 +4)3
fa(z) +35 3 —i—/o 5 8( +t) 2 dt



et comme pour tout x positif et tout 0 < ¢ < x on a 'inégalité (z—t)* ff’)(t) > 0 nous en

21
déduisons que
T —t 2
/ (Gl - Y0 @)t > 0
0 .

et donc que
2

T €T

Ve >0, 1 - —
x>0, 1+ 3

<+V1+ux

[\]

Exercice 2.— Corrigé.

Dans cet exercice il s’agit d’utiliser la formule de Taylor Lagrange avec reste intégral
et de chercher une majoration du reste conduisant a l’encadrement demandé.

1. Démontrons la majoration suivante pour tout réel x :
2 4

A P
cosx — — ——| <=
2~ 2l 5l

Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral entre 0 et = a 'ordre 4 a la fonction
f définie par f(x) = cosz pour tout réel z. Pour cela calculons les dérivées successives de
f en tout réel x :

f'(z) = —sinz, f"(z)=—cosz, fO(z)=sinz, f)=cosz= f(x)

Ainsi nous obtenons :

(x—t)*
4l

f(z) = f(0) + = f(0) + %Qf”(o) + z—jf(?’)(o) + Z—?f(”‘)(()) + /Ow FOt) dt

soit

2 4 x _t4
cosle—%—k%—i-/o (x4! ) (—sint)dt.

D’ou I’égalité :

J,‘Q 1.4 I(l,_t)4 )
cosx—l—l—E—Z:/O o (—sint) dt

qui entraine I'inégalité :

x?  xt
-1 _
COoS X —+ 5 1

= ‘/Om (= ;!t)4 (—sint) dt|.

Nous utilisons maintenant 'inégalité triangulaire que I'on rappelle ici : Soit f une fonction
continue sur un intervalle I de R et soit a et b deux nombres de I tels que a < b alors :

’/abf(t)dt‘g/ab

4

f(t)] dt.



(Zz)4 (—sint)| <

Supposons que z > 0, alors comme pour tout ¢ réel |sint| < 1 on a donc

% et par inégalité triangulaire, (z > 0)

‘ /0 o (—sint) dt) < A (— smt)‘ dt < i 1 dt.
Calculons maintenant [ (gﬁz 2 dt : Une primitive de (x;t)4 est —(xg!t " donc
/"” (x—t)4dt: _(a:—x)5 N (x —0)° _ :L‘_5
0 4! 5! 5! 5!

Donc Vz > 0 alors ‘cosx—l—k%z—z_‘; _ﬂg_f‘
Supposons maintenant que x < 0. Or si < 0 alors —x > 0 et d’apres le résultat

précédent nous avons :

(=) _ (=2)
‘cos(—x)—l—l— 5 T al

(_5:?5 B )ﬁ_?)

Or cos(—x) = cosx d’ou le résultat.

Remarque : nous pouvons aussi procéder de la maniere suivante en écrivant que

/Ox (z—t)" (—sint)dt = —/: (z— )" (—sint) dt

4! 4]

Appliquons l'inégalité triangulaire a cette intégrale :

‘—/0 ($;!t)4 (—sint)dt‘g/o)(l‘;!t)‘l (_Sint)‘dtg/o (x;!t)4dt

xT

((z — t)* étant positif). Or

O (@ — 1)1 B (-2 |aff
/ n =0 = T

(x étant négatif). Ce qui montre l'inégalité pour tout z réel.

Déduisons de I'inégalité une valeur approchée de cos(1/2) & 1073 pres. Pour cela, il
suffit d’écrire I'inégalité en prenant z = % On obtient alors :

<1) RN
costy 8 2441l = 2Bl

En effet 75 < 1073 et le calcul de 1 — § + 55 & 1072 donne : 1 — £ + 5757 = 0,877. On en

déduit donc que cos(3) = 0,877 & 1073 pres.



2. Démontrons que pour tout réel x > 0 on a

x? 23
In(l4+2)—ox+—| < —.
(1+ =) 51 <3
Nous procédons de la méme fagon en considérant la fonction z — In(1 4 z) définie pour
tout x réel positif.
Nous avons déja calculer la formule de Taylor de cette fonction a 1'ordre 2
(f2 de 'exercice précédent) :

2 x _t2 2
ln(1+x)=0+:c—x—+/ Cint) dt.
0

2 2 (1+1)
Ainsi 2 )
IE—t
(1 + ) — ‘<‘ dt‘.
‘ n(l+z)—x+ — 5 / e

La variable x étant positive nous appliquons I’ 1negahte triangulaire, ainsi :

—Zf
‘/ i dt‘_
1+t

Orpourtouttz()onal—i—tz1etdonc‘

positif, on obtient que :

[ el [

Or une primitive de (z — ¢)? est —&Z0 t donc [(x —t)*dt = % et donc on obtient le
résultat demandé, a savoir que :

x—t) 2 ‘
(1+1)3

ﬁ (x — t)? étant toujours

2dt

513'3

:CQ
In(1 _ —’<—.
‘n( + ) a:~|—2 <3

Nous pouvons en déduire une approximation de In(1,1) & 1073 pres en posant z = 0, 1.
. . 3 -3 . < 2 .

Ainsi % = 103 < 1072 et il nous reste & calculer z — 2 pour x = 0,1, ce qui donne

0,

® = 0,095 Donc In(1,1) = 0,095 & 1073 pres.

Exercice 3.— Corrigé.
On se propose de démontrer le théoréme suivant. Soit f une fonction de classe C? sur R

telle que | f| et |f”| soient bornées sur R ; on note My et My des réels tels que | f(z)| < My
et |f"(x)] < My pour tout z € R. Alors la dérivée f’ est aussi bornée sur R, et on a

I'inégalité :
()] <2~/ My M, pour tout x € R.
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1. Nous pouvons appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2 a la fonction f entre
z etz + h, pour z € R et h € R car f est C* sur R. L'inégalité s’écrit

Fla+h) ~ fla) — @) < a

ce qui se traduit par :

fle+h) - fla) - %2M2 < hf'(x) < flz+h) — f(z) +%2M2.

Or comme |f]| est bornée sur R par M on a l'inégalité : —My < f(z + h) < M, et donc
—2My < f(x+h) — f(z) <2M; pour tout z € R et h > 0. On en déduit alors que

h? h?
—2M0 - EMQ S hf’(x) S 2M0—|— ?MQ

donc ’f’(x)‘ < 28Mo 4 B A, pour tout « réel et tout A > 0.

2. Etudions la fonction g définie sur R’ par

2My  h M,
h) = + :
g(h) = — 5
La fonction g est dérivable sur R?, de dérivée : ¢'(h) = —242 + 22 et donc ¢/(hg) = 0 si et
seulement si 2 }Jl\g/fo = % et hg > 0 soit hy = \/%. Le signe de ¢’ sur R* nous donne le sens
de variation de g i.e. la fonction g est décroissante sur |0, hg| puis croissante de [hg, +00]
tendant vers +o00 aux bornes. Elle admet donc son minimum au point Ay = 2 %

f(@)|

3. Or g(h) est un majorant de f’(m)) pour tout z et tout A > 0, donc g(hg) majore

Or g(hg) = 2+/My M, donc
]f'(x)‘ < 2 MO MQ.

Exercice 4.— Corrigé.

Le but de cet exercice est de donner une autre expression du reste dans la formule de
Taylor-Lagrange.

Soit a,b € R avec a < b, et ¢ une fonction continue sur le segment [a, b]. Notons
m = infoejq 5 ¢(x) et M = sup,cp, ) #(z) : m et M existent car f étant continue sur le
segment [a, b] atteint ses bornes dans ce segment.
1. Démontrons que

_ n+1
(b—a)™! _

’ n (b_a)n—i-l
< [o—vrow < v

n+1



Encadrons ¢ pour tout ¢ € [a, b] : m < ¢(t) < M. Or (b — t) étant positif pour tout
t € [a, b] en multipliant l'inégalité on trouve :

mb—t)" < (b—t)"o(t) < M (b—t)".

Par positivité de 'intégrale on obtient alors :

/bm(b—t)"dtg/b(b—t)”gb(t)dtg/bM(b—t)"dt.

Or une primitive de la fonction t — (b — )" est t — — % donc l'inégalité devient :

CZT < [ vy ow ar<

2. On peut encore écrire cette inégalité comme :

(b— a)n—i—l
+1

n b
mgﬁ/(b—t)"qs(t) dt <M

Or ¢ étant continue sur [a, b] par le théoreme des valeurs intermédiaires pour tout A compris
entre m et M il existe a € [a, ] tel que ¢(a) = A. Ainsi il existe ¢ € [a, b] tel que

G [ =07 ol dt = o)
et donc ) ) -
[o=omo a= 0 g0

3. Soit I un intervalle de R, n € N, f une fonction de classe C"*! sur I et a,b € I tels que
a < b. Alors le théoreme de Taylor Lagrange permet d’écrire :

n k) (g _
f(b):sz!( )(b—a)k+/ uf(nﬂ)()dt

n!

Or d’apres la question précédente il existe ¢ € [a, b] tel que

(b—a)"t!

n—+1 f("+1)(c)

/(b—t)”f”“()dt

car la fonction f("*!) est continue sur [a, b]. Donc en remplacant ce reste intégral par
(b a n+1

—— f("*1(c) on a montré qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

n ®)(q — g\t




Exercice 5.— Corrigé.

Dans cet exercice on pose f(x) = In(1+ z) pour = €] — 1,400] et

— (—1)*! 11 1 (=1t
n = =l—c+z—=+...
B ; K > 371 T

pour tout n > 1.

1. Calculons les dérivées successives de f en tout nombre réel x > —1 :

1
1+z

fi(x) = =(1+a2)", fa)=-11+2)72 fO%)=(-1)(=2)1+a)?,

fO = (=1)(=2)(=3) (L +2)* = (=1)*31 (1 +2)~*.
Ce qui nous conduit a poser pour la démonstration par récurrence :
fO @) = ()" (= DL+ )™

Si 'on suppose que cette formule est vraie pour un entier n € N* alors en la dérivant par
rapport a x on obtient directement que

FO @) = (0" (n=1)! (1) ™) = (=)™ (n=D)ln (1) " = (=1)" (n]) (L+a) "0,

ce qui démontre la formule.
2. Appliquons maintenant la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n entre 0 et x
pour un réel x > 0 :

Fa) = 10)+ 3 5 f90) + [0 e

n!

Or ﬂ(0) = (_1]):_1 et donc la formule devient :

soit

k=n
_ (_1)]671 k ‘ n n —(n+1
f<x)_o+k§l: S +/0 (2 — 1) (—1)" (1 4+ )=+ g,

Ainsi, si 'on pose x = 1 la formule donne :

k=n k-1 1
f(D—(Z( 1,2 )=/0 1=t (=" (1 +t) "V at.



Or pour tout t > 0onal+t>1donc

‘/01(1 — )" (=1)" (L+1)" " dt‘ < /01(1 )t — nJlr1

donc

1
In(2) —u,| <
}n(>u_n—|—1

car f(1) = In(2). On en déduit donc que la suite (u,) tend vers In(2) lorsque n — +o0.

Exercice 6.— Corrigé.

Soient I un intervalle ouvert de R, xy € I, et f une fonction de classe C? sur I.
Appliquons le Théoreme de Taylor Young a la fonction f entre xq et xq + h a l'ordre 2 :

P+ B) = Flao) + b (z0) + 7" (a0) + ofi?)

Faisons de méme entre zy et xg — h, ainsi :

Flo — ) = Flao) — f(wo) + o " (a0) + o(h?).

Ainsi la somme des deux égalités donne :

2

Flzo 1)+ flmo — ) — 2 (o) = 25 f"(wo) + o(1?)

donc
f(xo+h)+ f(xog —h) —2f(x0)
72

= ["(x0) + o(1)
ce qui signifie bien que

iy £ @0+ 1) + flwo — ) — 2f ()

h—0 h?

_ f”(xo)-

Exercice 7.— Corrigé.

1. Lorsque x — 0 :

a) 22 = o(x3) est fausse car i—i = 1 ne tend pas vers 0 quand z — 0.

b) 2® = o(z?) est vraie car 2% = z.2? et x — 0 quand = — 0.

c) x = o(1) est vraie car x = 2.1 et x — 0 quand = — 0.

d) 1 = o(z) est fausse car % ne tend pas vers 0 quand x — 0, la relation o n’est pas
symétrique.

2 .
e) x? = o(x?) est fausse car % = 1 ne tend pas vers 0 quand z — 0, la relation o n’est
pas réflexive.
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= o(e”) est vraie car 2% = z2.e7".e® et %.e" tend vers 0 quand z — 0.
= o(2?) est fausse car & ;= +oo et donc ne tend pas vers 0 quand z — 0

7
e’

) 2® = o(Ilnx) est vraie car 2> = #=.Inx et {£= — 0 quand = — 0 en étant positif.
Inz = o(z?) est fausse car l” —> —00 et non ‘0 quand z — 0 en étant positif.

2. Reprenons les question précédentes quand x — +o0.

a) 22 = o(x?) est vraie car 2% = 2 2® et 1 tend vers 0 quand = — +oo.
b) 23 = o(x?) est fausse car x3 = z.2% et * — +oc.

c) x = o(1) est fausse car x = z.1 et x — +o0.

d) 1 = o(x) est vraie car 1 = %x et < tend vers 0 quand z — +00.

e) 3: = o(2?) est fausse car & = 1 ne tend pas vers 0 quand z — +o00.

f) 2% = o(e®) est vraie car a:Q = 22.e7%.e” et 227" tend vers 0 quand x — +o00.
g) " = o(x?) est fausse car £ — 400 et donc ne tend pas vers 0 quand z — 400
h) 22 = o(Inz) est fausse car é—x — +o0 quand x — +00.

i) Inz = o(2?) est vraie car Inz = 2 22 et 2f — 0 quand = — +o0.

Exercice 8.— Corrigé.

1. Déterminons un équivalent simple de chacune des fonctions suivantes quand x — 0 :

f(x) =2* — 3z + l,or lim, o f(z) =1 donc f(z) ~ 1

2r3 — 5 1 — 222 1 — 222
g(z) = i > et lim S =1
9(x)

donc le quotient . tend vers 1 quand = — 0 donc g(x) ~ —bz
—bx

h(z) = 1/222 + 1+ 1. Onremarque que /T h(z) = V2r* + z + let V223 + 2 +1 — 1

1
quand  — 0. Donc h(x) ~ —.
NI

22 +e®
T+5

i(x) =

. Or lim,_,gi(z) = £ donc i(z) ~ 1.

2. Reprenons la question précédente quand x — +400.

3 1 3 1
2 2 22
=z —-3rz+1= 1——+ li 1——+ —1d
flz) == x x ( ; x) or lim ; onc f(z) ~
22% —bx 223 ) _ ) 273
g(x)—T— er (1_2x2)et m11>1-11—1c>o<1_2$2) L done g(z) ~ er
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h(z) = ,/2x2+1+— \/_\/ +—+L

1
Or \/1+ﬁ+ﬁ—>1quandx—>+oo. Donc h(z) ~ x

2 en +o0.

, 24et e rle 41
i(z) = —

z+5 & 149
2 ,—x 1
Or lim —¢ *°

z—+00 1+ g

=1 donc i(z) ~ <.
T

Exercice 9.— Corrigé.

Soit a un réel. En fonction de a, déterminons un équivalent simple quand x — +oco de
arctan(z)

e Nous ferons de méme avec z*sinx quand x — 0.
x

On remarque tout d’abord que lim, , arctanz = 7 donc arctanx ~ 7, ce qui donne
le résultat demandé si a = 0

Supposons a < 0 alors ;7 + - — 1 lorsque x — +o00 donc la fonction

arctan(z) s
—= ~arctanx ~ —.
14 2@ 2
S int t > 0 al ! L ! t —1
upposons maintenant que a alors = — et comme
pp d 1+ 2227241 % +1

r ...

quand x — 400 alors ~ —. Ainsi

1+ z@ x®

arctan(z) T

14 2@ 270
quand x — +o0.

On sait que

. . sin
— 1 quand = — 0. Ecrivons que z%sinz = 2!
x

ainsi
xsing ~ 2%t

quand x — 0.
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