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Corrigé de la feuille d’exercices numéro 5

Equations différentielles

Exercice 1.— On rappelle le résultat suivant : soit / un intervalle et ¢ — a(t) une fonction
continue sur I, a valeurs réelles. On note A une primitive de la fonction a sur /. Alors les
solutions de I'équation v’ + a(t)y = 0 s’écrivent y : t — Ce=4® pour tout t € I, C étant
une constante réelle.

a) Les solutions de 3y’ — y = 0 s’écrivent y(t) = Ce’.

b) Pour résoudre 'équation (E) : ty’ — 2y = 0, on commence par résoudre ’équation
y' — 2y =0 sur |0, +oo[ et sur | — 0o, 0.

Sur ]0, +o0[, une primitive de la fonction a(t) = —2 est A(t) = —2In(t) = — In(¢?), et
donc les solutions (E) sur ]0, 400 s’écrivent y(t) = Cye™®) = C1t? ot Cy € R.

Sur ] — 00,0[, une primitive de la fonction a(t) = —2 est A(t) = —2In(—t) = —In(t?),
et donc les solutions (E) sur | — oo, 0 s’écrivent aussi y(t) = Cot? ot Cy € R.

On consideére une solution y de (E) sur un intervalle J. Supposons d’abord que 0 ¢ J.
Soit J CJ0, +oo], et alors y(t) = Ct?, soit J C|— o0, 0], et alors y(t) = C't* également. Et il
n’y a qu’elles. Supposons maintenant que 0 € J, alors y(t) = C1t? pour t € JN| — oo, 0] et
y(t) = Cot? pour t € JN]0, +o00[. On doit aussi avoir y(0) = 0 (par exemple en faisant t = 0
dans I’équation (F)). Réciproquement, dans ce dernier cas (le cas ou 0 € J), considérons
la fonction y définies sur R par y(t) = C1t? sit < 0, y(t) = Cot? sit > 0 et y(0) = 0. 1l est
facile de voir que y est continue en ¢ = 0 (car on a lim; ,o- y(t) = lim, o+ y(t) = 0 = y(0))
et dérivable en t = 0 (car limy_,o- ¥/'(t) = lim; o+ ¥'(£) = 0) et est solution de I’équation.
On a montré que si 0 € J, alors les solutions de (E) s’écrivent y(t) = Cit* si t < 0,
y(t) = Cot? sit > 0 et y(0) = 0.

¢) Ici, on peut étre astucieux (si on veut). On voit que ((1+ t*)y) = (1 + 3)y’ + 3t3y,
donc I’équation différentielle (1 + ¢3)y + 3ty = 0 est équivalente & ((1 +t*)y) = 0. Donc
la fonction ¢ — (1 + ¢3)y() est constante sur tout intervalle I de R. On en déduit que sur

| =00, —1[, on a y(t) = 14% ;sur | — 1,400, on a y(t) = 1%3 ; et sur tout intervalle J
contenant t = —1, la seule solution est la solution y(t) = 0.

d) On cherche une primitive (sur R) de a(t) = tsin(¢). En intégrant par parties, on a:

t

At) = / rsin(x) dz = [~ cos(x)]" —I—/ cos(x) dx = —t cos(t) + sin(t).



Les solutions de 1'équation ' + tsin(t)y = 0 s’écrivent donc, sur tout intervalle I de R,
y(t) — (et Cos(t)—sin(t).

e) Une primitive (sur R) de ¢t — a(t) = H% est t — A(t) = 2arctan(t). On en
déduit que les solutions de (1 + %)y’ + 2y = 0 s’écrivent, sur tout intervalle I de R,
y(t) — Ce—Qarctan(t)‘

e) Ici encore, on peut étre astucieux si on veut. On pose y(t) = (' 4+ 1)z(t). L’équation
(e + 1)y — e'y = 0 devient (e' + 1)((e' + 1)2/(t) + e'2(t)) — (e' + 1)e’z(t) = 0. Apres une
simplification on obtient 'equation (e’ + 1)22/(f) = 0 qui est équivalente & 2/(t) = 0 car
e! +1 > 0 pour tout t. On en déduit que z(t) = C' est une fonction constante sur R, donc
y(t) = Clet + 1).

On pourra également écrire 1’équation sous forme y/'(t) —a(t)y(t) = 0 avec a(t) =

Bt

et +1

Comme a(t) est de classe C* sur R, elle admet une primitive sur R définie par

Alt) = /0 exildx:[ln(ex+1)]6zln(et+1)—ln(2).

La constante In(2) sera absorbée dans la constante C' a la fin, donc on prend A(t) =
In(e’ + 1). Les solutions de I'équation y'(t) — a(t)y(t) = 0 sont de la forme:
y(t) = Ce™ @ = C(e +1),

ou C € R est une constante.

Exercice 2.—
et
1+et”

On pose z(t) = e'y(t), et I'équation devient 2/(t) =

La solution
z(t) s’écrit donc

e(E

2(t) = 2(0) +/O e

On obtient une solution de classe C' sur R: y(t) = e '2(t) = e *(C + In(e’ + 1)), avec
C' € R une constante.

dr = C +In(e' +1).

D’abord, on résout ’équation sur un intervalle I ne contenant pas 0. On pose z(t) =
t~1y(t), donc y(t) = tz(t) et ¥/ (t) = t/(t) + 2(t), ty'(t) — y(t) = 32/ (t). L’équation devient

122 (t) = t2.

En divisant par t2 # 0, ’équation devient 2/(t) = 1. La solution est donc z(t) =t + C, ol
C € R est une constante. La solution y(t) est donnée par

y(t) = tz(t) = > + tC.

Soit maintenant I un intervalle contenant 0. Une solution y(¢) de classe C' sur I s’écrit
(d’apres la premiere étape):

(t) = 12+ Cht, sit € IN] — 0o, 0]
Y £2 1 Cot, sit € IN]0, +o0
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Comme y est de classe C! sur I, on vérifie facilement que

Cy = lim ¢/(¢) = lim y/(t) = Cs.

t—0— t—0t

Réciproquement une fonction y(t) donnée par y(t) = t*+ Ct est une solution de I’équation.
Conclusions: les solutions sur un intervalle I contenant 0 est

y(t) = t* + Ct,
ou C € R est une constante.

On pose z(t) = e'y(t). L’équation devient 2/(t) = e’ sin(t). Les
solutions s’écrivent

z(t) = 2(0) + /0 e sin(z)dx.

En intégrant par parties (deux fois) on obtient
t ¢
/ e” sin(x)dxr = [¢” sin(x)]h — / e” cos(x)dx
0 0
¢
= e'sin(t) — [e” cos(z)]f — / e’ sin(z)dz.
0

On remarque le terme fot e”sin(x)dx apparait sur les deux cotés (avec signes opposés
heureusement!). En basculant un sur le coté de 'autre on obtient

e'sin(t) — €' cos(t) + 1

t
/0 e’ sin(zr)dr = 5

La solution générale y(t) s’écrit

y(t) = e~t2(t) = et (C N et<sin(t)2— Cos(t))) teR

ol C' € R est une constante.
On pose z(t) = e*'y(t). L’équation devient

Z(t) = ey (t) + 2y(t) = (£ + 2t)e™.

Donc z(t) est donnée par

2(t) = 2(0) + /0 (2% + 22)e**dz.



En intégrant par parties (deux fois) on obtient

t 249 2¢7t t
/ (332 + 2$)62xdx — [M} _ / (iE + 1)622761513
0 2 0 0

t2 2t 2t 1 2zt t 2x
:(—l—)e _[(m+)e}+/e_dx
2 2 o Jo 2
(t2+t—1)e2t+1+62t—1

2 2 4
(282 +2t —1)e* 1

4 4

La solution générale y(t) est donnée par

2t2 4+ 2t — 1)e?t 22 4+ 2t — 1
y(t) = e 2z(t) = e * << il 1 Je + C’) =Ce 4+ —+4 , teR,

ou C' € R est une constante.

On cherche une primitive A(t) de la fonction a(t) = 2t de
classe C' sur R. On prend A(t) = 2, t € R. On pose z(t) = ey (t) = ey(t). L’équation
devient

Z(t) = e (y'(t) + 2ty(t)) = e 2 = 2t.

On trouve z(t) = t* + C, ot C' € R est une constante. La solution générale y(t) s’écrit
y(t) = e 2(t) = (C+1)e ¥, teR.

On cherche une primitive A(t) de a(t) = 3t* et on
trouve A(t) = 3. On pose z(t) = eAWy(t) = e’ y(t) et Péquation devient

Z(t) = e (y (1) + 3t2y(t)) = (32 — 1)et = (32 — 1)e!" .
Au premier regard c’est horrible! mais on remarque que (> —t)’ = 3t*> — 1. Donc z(t)
s’écrit
3
2(t) ="+ O,
ou C' € R est une constante. La solution générale y(t) est donnée par

y(t)=e P z(t)=e (" +O)=e T+ Ce” teR.

On cherche une primitive A(t) de a(t) = ¢* et on trouve A(t) =
t3/3. On pose z(t) = eAOy(t) = */3y(t) et équation devient

() = "By () + y(t) = .
Au premier regard c¢’est horrible! mais on remarque que (¢*/3)" = t2. Donc z(t) s’écrit
2(t) =P 4+ C,
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ou C' € R est une constante. La solution générale y(t) est donnée par

y(t) =e " Pat) = P 1 O) =1+ Ce P tER.

Exercice 3.—

1) Soit (E) I'équation différentielle t?y’ —y = 0. Sur ]0, +o00[ ou sur | — oo, 0[, elle s’écrit
(F) : 4 — %y = 0. Les solutions de (F) s’écrivent y(t) = ae™"/" sur ]0, +oo[ (idem sur
] - 00, OD

(Analyse du probleme) Si y est une solution de (£) sur R, elle s’écrit donc nécessairement
y(t) = ae ! sur |0, 400 et y(t) = be '/t sur | — 00,0[. En t = 0, elle doit vérifier
0%y'(0) — y(0) = 0 donc y(0) = 0. Mais y doit étre au moins continue sur R, donc continue
ent = 0! Cela implique la condition b = 0 car lim,_,o- e~/ = +00. Donc nécessairement
y s'écrit y(t) = ae™ /" sur 0, +o0f et y(¢) = 0 sur | —o0,0]. Onay/(t) = Se~ '/ sur |0, +oo]
et lim;_,o+ y(t) = 0 par croissances comparées. Donc ces fonctions sont dérivables en 0 et
finalement dérivables sur R.

(Synthese) Réciproquement, les fonctions y définies sur R par y(t) = ae™/* sit > 0 et
y(t) =0sit <0 (on a est une constante réelle) sont bien solutions de (£) sur R.

Exercice 4.— On considere ’équation différentielle linéaire d’ordre 1 (E) : ¢/ +(t — 1)y =
t2.

1) On nous demande de commencer par chercher une solution particuliere de (E) sous
la forme d’une fonction affine y : ¢t — at +b. On a y'(t) = a et donc, cette fonction y est
solution de (E) si et seulement si a + (t — 1)(at + b) = t* pour tout ¢t € R. On développe
a+(t—1)(at+0b) = at>+ (b—a)t+a—b et donc, cette fonction affine y est solution de (F)

a =1
si et seulement si ¢ —a+b = 0 . On a trouvé une solution particuliere y(t) =t + 1.
a—b =0

2) On cherche maintenant la solution générale de ’équation homogene (H) associée a
I'équation (F). On résout donc (H) : ¢ + (t — 1)y = 0. Une primitive de la fonction
a:t—t—1estlafonction A : t — %tz —t. On en déduit que la solution générale de
I'équation homgene (H) est donnée par y(t) = Ce2~t ol C' est réel.

On en déduit que la solution générale de I’équation complete (E) qui s’écrit comme la
somme de la solution générale de I’équation homogene associée et d’une solution particuliere
de Iéquation (E) est donnée par

y(t) = Cez”~t 4t +1.

La solution de (E) qui vérifie la condition (de Cauchy) y(2) = 2 est donc telle que Cez4~2 4
2+ 1 =2, cest-a~dire C'+ 3 = 2, donc C' = —1. La solution cherchée s’écrit donc :

y(t) = —e?" " pt+ 1.

Exercice 5.—
1) La solution générale de ¢/ —y = 0 s’écrit y(t) = Ce’. On a y(1) = Ce! = eC = 0 donc

bt



C' = 0. La solution du probleme de Cauchy proposé est la fonction nulle y(¢) = 0.

2) Une primitive sur R de la fonction a(t) = —te'" est A(t) = —%etQ. La solution générale

de iy — te’’y = 0 s’écrit donc y(t) = Ce”. On a y(0) = Ce2 = 1 donc C = 72 et la
solution du probleme de Cauchy proposé est la fonction y(t) = e%(etQ_l)

3) Une primitive sur R de la fonction a(t) = — sin(t) est A(t) = cos(t). La solution générale
de y' —sin(t)y = 0 s'écrit donc y(t) = Ce= . On a y(%) = Ce 2 = —2. On a donc
C' = —2¢2 et lasolution du probleme de Cauchy proposé est la fonction y(t) = —2e~ cos(t)+3
4) Une primitive sur R de la fonction a(t) = —1J+t2 est A(t) = —arctan(t). La solution

générale de y — zy = 0 s’éerit donc y(t) = Ceetan(d) - On a y(v/3) = Ce3 = 1 donc

C = e~ 5. La solution du probleme de Cauchy proposé est la fonction y(t) = e

arctan(t)—%

Exercice 6.—Dans cet exercice, on appliquera toujours la méthode de résolution suiv-
ante. On commencera par résoudre I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 en
trouvant les racines de 1’équation caractéristique associée. On identifiera ensuite 1'unique

solution de notre probleme de Cauchy en évaluant ces solutions en ¢ = 0, ce qui nous
donnera a résoudre un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues.

1. L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle est X2 4+ X —2 = 0. Le
discriminant de cette équation est A =12 —4 x 1 x (=2) = 9 > 0. Elle admet donc deux
solutions réelles distinctes z; = #g =letxy = %‘3 = —2. Par conséquent, d’apres le
cours, toutes les solutions t — y(t) de I’équation différentielle linéaire homogene (d’ordre
2) y" +y — 2 =0 sont les fonctions définies sur R telles que :

Vt € R, y(t) = Ae' + pe ™,
avec A, i des constantes réelles. En particulier, lorsque ¢ = 0, on a
y(0)=A+pu et y'(0) = (e’ +pe™)j_g = (Ne' = 2ue™)jmo = A — 2.

Comme on cherche 'unique fonction y vérifiant y(0) = 0 et y'(0) = 1, les constantes A et
1 sont solutions du systeme d’équations linéaires suivant :

Adp =0
A—2p = 1.
En résolvant ce systéme, on obtient A = 1/3 et 4 = —1/3. L’unique solution a notre

probleme de Cauchy est donc la fonction définie sur R :
1 t —2t
y(t) = (e’ — 7).

2. L’équation caractéristique associée & 1’équation différentielle est X2 + 1 = 0. Cette
équation admet deux solutions complexes non réelles distinctes 1 = ¢ et x9 = —i. D’apres



le cours, toutes les solutions ¢ — y(t) de I’équation différentielle linéaire homogene (d’ordre
2) y" + 1 = 0 sont donc les fonctions définies sur R telles que :

Vi € R, y(t) = Acos(t) + psin(t),
avec \, o des constantes réelles. En particulier, lorsque ¢ = 0, on a
y(0) = A et y'(0) = (Acos(t) + psin(t))|,—g = (=Asin(t) + pcos(t))j=o = p-

Comme on cherche I'unique fonction y vérifiant y(0) = 1 et 3/ (0) = 1, on obtient A = p = 1.
L’unique solution a notre probleme de Cauchy est donc la fonction définie sur R :

y(t) = cos(t) + sin(t).

3. L’équation caractéristique associée a 1'équation différentielle est X? —2X + 1 = 0.
Le discriminant de cette équation est A = (=2)? —4 x 1 x 1 = 0. Elle admet donc une
racine double z = 1. Par conséquent, d’apres le cours, toutes les solutions ¢ — y(t) de
I'équation différentielle linéaire homogene (d’ordre 2) y” — 2y + 1 = 0 sont les fonctions
définies sur R telles que :

Vt € R, y(t) = Ae' + pute’,
avec A, o des constantes réelles. En particulier, lorsque ¢ = 0, on a
y(0) =X et '(0) = (Ne' + pte')|_g = (Ne' + pe’ + pte')—o = X + p.

Comme on cherche I'unique fonction y vérifiant y(0) = 1 et y/(0) = 0, les constantes X et
1 sont solutions du systeme d’équations linéaires suivant :

A =1
Ap = 0.
On obtient A = 1 et u = —1. L’unique solution a notre probleme de Cauchy est donc la
fonction définie sur R :

y(t) = (1 —t)e"

4. L’équation caractéristique associée & I’équation différentielle est X2+ X +1 = 0. Le

discriminant de cette équation est A =12 =4 x 1 x 1 = —3 < 0. Elle admet donc deux
solutions complexes non réelles distinctes x; = —% +i‘/7§ et xo = —% —z“/Tg. Par conséquent,

d’apres le cours, toutes les solutions t — y(t) de I’équation différentielle linéaire homogene
(d’ordre 2) y” 4+ y + 1 = 0 sont les fonctions définies sur R telles que :

Vi e R, y(t) = e /% (Acos(V/3t/2) + pusin(v/3t/2)),



avec A, 1 des constantes réelles. En particulier, lorsque t = 0, on a y(0) = A et

/
|t=0

y'(0) = (e_t/2 - (Acos(V/3t/2) + usin(\/gt/Q)))

= (- %et/z - (Acos(V/3t/2) + usin(\/gt/Q))‘tZO + (e’t/2 : (—?)\ sin(v/3t/2) + ?u COS(\/gt/Q))
V3

Comme on cherche 1'unique fonction y vérifiant y(0) = 1 et 3/(0) = 1, les constantes \ et
1 sont solutions du systeme d’équations linéaires suivant :

{ |
A VB,
et R =

En résolvant ce systéme, on obtient A = 1 et 1 = v/3. L’unique solution & notre probleme
de Cauchy est donc la fonction définie sur R :

y(t) = e 2. (cos(V/3t/2) + V/3sin(V/3t/2)).

5. L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle est X2 + X = 0. Le
discriminant de cette équation est A = 12 =4 x 1 x 0 = 1 > 0. Elle admet donc deux
solutions réelles distinctes x; = % =0et xy = % = —1. Par conséquent, d’apres le
cours, toutes les solutions t — y(t) de I’équation différentielle linéaire homogene (d’ordre

2) y" 4+ = 0 sont les fonctions définies sur R telles que :
VteR, y(t) = X+ pe ™,
avec \, o des constantes réelles. En particulier, lorsque ¢ = 0, on a
y(0)=A+pu et y'(0)=(A+pe")mg=(—pe =0 = —p.

Comme on cherche I'unique fonction y vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 1, les constantes A et
1 sont solutions du systeme d’équations linéaires suivant :

Ap =1
—u = 1.
En résolvant ce systéeme, on obtient = —1 et A = 2. L’unique solution a notre probleme

de Cauchy est donc la fonction définie sur R :
y(t)=2—e".

6. L’équation caractéristique associée & 1'équation différentielle est X? — 8X + 16 = 0.
Le discriminant de cette équation est A = (—8)? —4 x 1 x 16 = 0. Elle admet donc une
racine double z = 4. Par conséquent, d’apres le cours, toutes les solutions ¢ — y(t) de

8

|t=0



I'équation différentielle linéaire homogene (d’ordre 2) y” — 8y + 16 = 0 sont les fonctions
définies sur R telles que :

Vt € R, y(t) = Ae* + ute,
avec \, u des constantes réelles. En particulier, lorsque ¢ = 0, on a
y(0) =X et y'(0) = (A" + pte™)|_y = (4Xe™ + pe® + dpte™) g = 4N + p.

Comme on cherche 'unique fonction y vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 2, les constantes A et
1 sont solutions du systeme d’équations linéaires suivant :

A =1
IN+p = 2.

On obtient A = 1 et u = —2. L’unique solution a notre probleme de Cauchy est donc la
fonction définie sur R :

y(t) = (1 — 2t)e™.

Exercice 7.— 1. Soient a, b des constantes réelles et yo(t) = (a cos(t) +bsin(t))e™", définie
pour tout ¢t € R. La fonction gy est C*° sur R. On calcule que pour tout t € R :

yh(t) = (acos(t) + bsin(t)) x e™* — (acos(t) + bsin(t))e™
= (—asin(t) + beos(t))e™ — yo(t),

et
v6 (1) = (yo)'(t) = ((=asin(t) + beos(t))e ™) = o (1)
= (—asin(t) + beos(t)) x e" — (—asin(t) + beos(t))e™" — y;(t)
= (—acos(t) —bsin(t)) x e — (yo(t) + yo(t)) — vo(t)
= (—acos(t) — bsin(t)) x e™" — 2y} (t) — yo(t).
Ainsi
Yo (1) + 4o () + 2y0(t)
= (—acos(t) — bsin(t)) x e=" — 2y} (t) — yo(t) + yo(t) + 2y0(t)
= (—acos(t) —bsin(t)) x e~" — yo(t) + yo(t)
= (—acos(t) — bsin(t)) x e " — (—asin(t) + beos(t))e ™" + 2yo(t)
= (—acos(t) — bsin(t)) x e " — (—asin(t) + beos(t))e ™" + 2(acos(t) + bsin(t))e™
= ((a —b)cos(t) + (a+ b)sin(t)) e
Grace a ce calcul, on peut voir que la fonction yo(t) = —sin(t) - e™* (obtenue en choisis-

sant a = 0 et b = —1) est une solution de 'équation différentielle y"(t) + v/(¢) + 2y(t) =
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(cos(t) — sin(t))e".

2. 1l s’agit de résoudre 1’équation différentielle linéaire homogene y” + ¢ + 2y = 0.
L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle est X2 4+ X 4+ 2 = 0. Le
discriminant de cette équation est A = 12—4x1x2 = —7 < 0. L’équation caractéristique
admet donc deux solutions complexes non réelles distinctes x; = =LEVT o Ty = ’I’T’ﬁ
Par conséquent, d’apres le cours, toutes les solutions ¢ — y(t) de I’équation différentielle
linéaire homogene (d’ordre 2) y” + ¢’ + 2y = 0 sont les fonctions définies sur R telles que :

Vi e R, y(t) = e /? - (Acos(VTt/2) + pusin(v/Tt/2))

avec \, i des constantes réelles.

3. Les solutions de I’équation différentielle

y'(t) + 9 (t) + 2y(t) = (cos(t) — sin(t))e™

s’écrivent toutes sous la forme yq 4 y, avec gy, solution particuliere de cette équation, et y
solution de I’équation différentielle homogene associée. Ainsi, d’apres les questions 1 et 2,
toutes les solutions C*(R) de I'équation proposée s’écrivent

—sin(t) - et 4 e Y2 (Acos(VTt/2) 4+ usin(v/Tt/2)),

avec A, u des constantes réelles.
Exercice 8.— 1. Soit b une constante réelle et yo(t) = bt2e’, fonction C* sur R. Pour
tout t € R :

yh(t) = 2bte’ + bt’e! = 2bte’ + yo(t)
et
Yo (t) = (2bte’) + yp(t) = 2be’ + 2bte’ + yo(t) = 2be’ + y)(t) — yo(t) + yo(t) = 2be’ + 2y)(t) — yo(2).
Ainsi :
Yo (1) = 2y0(t) + yo(t) = 2be’ + 2yp(t) — yo(t) — 2y5(t) + yo(t) = 2be".

En posant b = 1/2, on obtient grace a ce calcul que la fonction y(t) = %t2et est solution
particuliere de ’équation différentielle v — 2y + y = €.
Cherchons maintenant toutes les solutions de I’équation différentielle homogene associée

y//_2y/+y:0‘

Dans l'exercice 6 (question 3), nous avons montré que celles-ci étaient les fonctions y
définies sur R telles que :

Vt € R, y(t) = Ae' + pute',
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avec A, u des constantes réelles.

Nous pouvons maintenant conclure. Les solutions de 1’équation différentielle y” — 2y +
y = €' s’écrivent toutes sous la forme 1y, +y, avec 1y, solution particuliere de cette équation,
et y solution de ’équation différentielle homogene associée. Ainsi, d’apres ce qui précede,
toutes les solutions C?(R) de 1'équation proposée s’écrivent

1 1
§t26t + pte' + et = (§t2 + pt + N)e',

avec A, u des constantes réelles.

2. Soient a et b des constantes réelles et yo(t) = (at + b)e™*, fonction C* sur R. Pour
tout t € R :

yo(t) = ae™" — (at + b)e " = ae™" — yo(t)
et
Yo (t) = (ae™) = yo(t) = —ae™ —ae™ + yo(t) = —2ae™" + yo(t).
Ainsi :
Yo (t) — 4yo(t) +yo(t) = —2ae™" +yo(t) — dae™ + dyo(t) + o)
= —6ae™" + 6yo(t) = (6at +6(b—a))e "

En posant a = 1/3 et b = 1/2, on obtient grace & ce calcul que la fonction yo(t) = (§+3)e™"
est solution particuliere de 1’équation différentielle y” — 4y +y = (2t + 1)e".
Cherchons maintenant toutes les solutions de I’équation différentielle homogene associée

y//_4y/+y20‘

L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle est X? —4X +1 = 0. Le
discriminant de cette équation est A = (—=4)2 —4 x 1 x 1 = 12 > 0. Elle admet donc deux
solutions réelles distinctes z; = %ﬁ =2++3et Ty = %ﬁ =92 — /3. Par conséquent,
d’apres le cours, toutes les solutions t — y(t) de I’équation différentielle linéaire homogene
(d’ordre 2) y” — 4y + y = 0 sont les fonctions définies sur R telles que :

Vt € R, y(t) = AV 4 eV = 2 (N\eV3t 4 eV,

avec A, o des constantes réelles.

Nous pouvons maintenant conclure. Les solutions de 1’équation différentielle y” — 4y +
y = (2t + 1)e~" s’écrivent toutes sous la forme 1y, + y, avec gy, solution particuliere de cette
équation, et y solution de I’équation différentielle homogene associée. Ainsi, d’apres ce qui
précede, toutes les solutions C%(R) de I’équation proposée s’écrivent

t 1
(§ + 5) et e (N3 eV,
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avec A, u des constantes réelles.

3. Soient a et b des constantes réelles et yo(t) = (at? + bt)e', fonction C* sur R. Pour
tout t € R :

yh(t) = (2at + b)e' + (at® + bt)e' = (2at + b)e' + yo(t)

et
3 () = ((2at +b)e’) + yj(t) = 20’ + (2at + b)e’ + 4 (1)
= 2ae’ + yo(t) — yo(t) + v (t) = 2ae’ + 2y(t) — yo(t).
Ainsi :
Yo (1) = Ayo () + 3yo(t) = 2ae’ + 2yq(t) — yo(t) — dyo(t) + 3yo(?)
= 2ae" — 2yy(t) + 2y0(t)
= 2ae’ — 2(2at + b)e" — 2yo(t) + 2yo(t)
= (—4dat +2(a—b))e".
En posant @ = —1/2 et b = —1, on obtient grace a ce calcul que la fonction yo(t) =

(—3t? — t)e’ est solution particuliere de 'équation différentielle y” — 4y + 3y = (2t + 1)¢”.
Cherchons maintenant toutes les solutions de I’équation différentielle homogene associée

y" — 4y’ + 3y =0.

L’équation caractéristique associée & I’équation différentielle est X2 — 4X + 3 = 0. Le
discriminant de cette équation est A = (=4)> —4 x 1 x 3 =4 > 0. Elle admet donc deux
solutions réelles distinctes x; = % =3et xy = %‘I = 1. Par conséquent, d’apres le
cours, toutes les solutions t — y(t) de I’équation différentielle linéaire homogene (d’ordre
2) y" — 4y + 3y = 0 sont les fonctions définies sur R telles que :

vVt € R, y(t) = Ae® + pue’,

avec \, 1 des constantes réelles.

Nous pouvons maintenant conclure. Les solutions de I’équation différentielle y” — 4y +
3y = (2t + 1)e! s’écrivent toutes sous la forme yo + y, avec yo solution particuliere de cette
équation, et y solution de I’équation différentielle homogene associée. Ainsi, d’apres ce qui
précede, toutes les solutions C%(R) de I’équation proposée s’écrivent

1 1 .
(—§t2—t>et+)\e3t~l—uet= (—EtQ—t—l—u)et—%)\e“,

avec \, i des constantes réelles.

_ pt)
k

Exercice 9.— L’équation différentielle p'(t) = rp(t) <1 ) modélise I’évolution d’une

population biologique dont la quantité de nourriture est limitée. La constante » > 0 est le
taux de croissance idéal et k£ > 0 la capacité de ’environnement.
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1. On résout cette équation. On remarque d’abord que les solutions constantes sont
p(t) = 0 et p(t) = r. Soit I un intervalle non-vide de R et p(t) une solution de classe C! sur

I telle que p(t) (1 — i%) = 0 pour tout t € R ; on suppose que p est a valeurs strictement
positives et ne prend jamais la valeur k. On obtient

)

p(t) (1 - %)

On cherche une primitive de la fonction

1
f@) = s £ €D = R\{0k)

On développe f(x) en éléments simples:

x k—x

Une primitive de f sur D est F(x) = In|z| — In |k — z|. L’équation a résoudre s’écrit

(F(p(1) = .

On obtient F(p(t)) = rt+C avec C' € R une constante. On injecte F'(z) = In |z|—In |k — x|
dans la formule trouvée pour obtenir

p(t) ‘
In|———| =rt+C,
k—p(t)
puis
‘ p(t) — C+rt
k—p(t)

Comme p est une fonction continue, I'image de l'intervalle I par p est un intervalle. Comme
on a supposé que p ne prend jamais la valeur k, on a deux cas: soit p(/) CJ0, k| soit
p(I) Clk, +o0l.

Cas 1: 0 < p(t) < k pour tout ¢t € I. On obtient

p(t) — €C+rt
k—p(t) ’
donc
p(t) = (k — p(t)e*,
puis

k,eC—i-rt
P = 1o

Cette fonction est définie sur tout R et donne une solution de classe C.
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Cas 2: p(t) > k pour tout t € I. On trouve

et on résout cette équation algébrique pour trouver p(t) (en faisant le produit en croix) :

kechrt
pt) = w1

Cette fonction est définie pour t > —C/r, et elle est de classe C! sur cet intervalle.
2. Sip(0) = k/2 on est dans le premier cas: p(t) €]0, k[ pour tout ¢ € I. La solution
est

feCHkt
p(t) = Okt 1 1
Soit ¢ = 0: " 1O
€
3 PO =

On obtient e = 1 donc C' = 0. La solution est donc

e
t) =k )

p(t) =k

En écrivant i
Y=k — ——
p() 6Tt+17

on voit que p(t) est croissante et que lim;_, ., p(t) = k la capacité maximale de I’environnement.
Exercice 10.—

L’équation est équivalente a

2(z)) = = (2In(1 + €%))".
@) = s = (2I(1 4 ¢7)
Sur un intervalle I C R on obtient y*(z) = 2In(1 + €*) + 2C ou C est une constante.
La solution y est donc donnée par y(z) = v/2y/In(1+e”) + C, qui est de classe C! sur
D={ze€R : m(l1+e*)+C>0t={zr R : e >eY—1}. Sion veut avoir une
solution de classe C' sur R, il faut que D = R, donc e~ —1 < 0, ce qui signifie que C' > 0.

On remarque que une fonction constante ne peut étre solution, et que une solution y(x) doit
étre positive et ne prend jamais la valeur 1. Soit I un intervalle dans R et y : I —]0, +o0|
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une solution de classe C* sur I. On pose f(u) = —— pour u € D :=]0, +oo[\{1}. Une

ulnu
primitive de f sur D est F'(u) = In|In(u)|. On peut écrire 'équation comme

F(y(z))" ="

On obtient F(y(x)) = e* + C sur I avec C' une constante. Il suit que |In(y(x))| = e
On est maintenant embété par la valeur absolue et comme d’habitude on va considérer
deux cas. Comme y(/) est un intervalle ne contenant pas 1 on a deux cas: soit y(I) C|0, 1]
soit y(I) CJ1,4o0].

Cas 1: 0 < y(z) < 1 pour tout x € I. Alors In(y(z)) < 0 et on obtient In(y((z)) =
—e#"*C  puis y(z) = e,

Cas 2: y(x) > 1 pour tout = € I. Alors In(y(x)) > 0 et on obtient In(y((z)) = e +¢,
puis y(z) = e e,

eT+C

Soit y une solution de classe C'* sur un intervalle / C R. On considere trois cas.

Cas 1: si y est constante, alors la constante doit étre —1.

Cas 2: y(x) # —1 pour tout x € I. On est embété par x — 1 qui peut étre 0. On va
considérer deux (sous)cas.

Cas 2.1: 1 ¢ 1. Alors

/
y(@) = L , Ve e l.
l+y(z) 11—z

On réécrit cela comme
In(1 +y(z)) = (=In[1 — =)

(Il faut jamais oublier la valeur absolue ||), et on obtient In(1+y(z)) = C —In|1 — 2| pour
tout x € I, ou C est une constante. Il suit que

c

y(x) = T — 1.

On remarque aussi que dans ce cas y(z) # —1 pour tout x € [ car <% est jamais 0.

[1—2
Cas 2.2: 1 € I. D’apres le cas 1 on doit avoir

C1

h—l, six <1
y(z) =

eC2 ;

m—l, siz>1

Cette fonction n’est pas définie en x = 1 car lim,,; y(z) = 4+o00. Ce cas est donc exclu.
Cas 3: il y a encore un cas (on oublie souvent ce cas mais c’est assuré par 'unicité, le

théoreme de Cauchy-Lipschitz que vous allez apprendre en L3 si vous passez les examens!)

que l'on va exclure: il existe xy € I tel que y(zg) = —1 mais y n’est pas constante sur /.
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Alors il existe x1 € I tel que y(z1) # —1. On peut supposer que xy < z7 (l'autre cas est
similaire). On définit

Ty :=sup{z € [ro, 1] : y(x) = —1}.
Par continuité de y on a que y(z2) = —1 et par définition y(x) # —1 pour tout = €]xy, 1]
D’apres le cas 2 traité plus haut on a que

60

T -4

y(x) — 1, x €]y, 24].

ou C est une constante. Sion fait tendre x — x5 on voit que y(z2) # —1, une contradiction.
Conclusion. Si 1 ¢ I alors les solutions y € C*(I) qui ne sont pas constantes sont

C

= 1,
1 — x|

y(x)
ol C' est une constante. Si 1 € [ il y a une seule solution constante y = —1.
Une autre méthode. On a bien suivi le poly pour résoudre I’équation

1+y(z) — (1 —2)y'(z) =0.

On pourra également employer une autre méthode plus astucieuse. On pose z(z) :=
(1 — 2)y(x) et on dérive 2/(z) = (1 — z)y'(z) — y(z). L’équation devient z/(x) = 1, donc
z(x) = x+C pour tout z € I, ou C est une constante. On trouve donc (1—z)y(x) = z+C.
Si 1 ¢ I, les solutions sont

x+C
Si 1 € I alors la seule solution de classe C! est y(z) = —1 (lorsque C' = —1, sinon y n’est

pas définie en x = 1).

Soit y(x) une solution de classe C' sur un intervalle I C R. On pose z(z) = y*(x) — 1
et on obtient I’équation pour z(z):

(2 — 1) (x) = 222(7).

Etape 1: On résout cette équation pour trouver z(z). On veut diviser par 2 — 1, donc
on considere deux cas.

Cas 1: {£1} N1 = 0. En divisant par 22 — 1 on obtient

2(x) = 20 z(z).

2 —1
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La fonction a(z) = est continue sur I et une de ses primitives est A(x) = In |22 —1].

2x
x?2—1
La solution générale est donnée par
2(z) = Ce*@ = C|2? - 1],

ot C est une constante. Comme 2% — 1 ne change pas de signe sur I (car I est un intervalle
ne contenant pas £1), on peut écrire la solution générale comme

2(r)=C(z* - 1), v € I

Cas 2: {1} N1 # (. D’apres le cas 1 on a

Ci(z* —1), x € IN] — 00, —1],
y(z) = Cy(22 = 1), x € IN] — 1,1], ,
Cs(z? — 1), x € IN]1, +o0|
ou (1, Cy, C5 sont des constantes. Par continuité de y on a que y(1) = y(—1) = 0. On
calcule la dérivé de y:
2C iz, x € IN] — 00, —1],
y'(x) = <20z, x € IN] —1,1],
2C3x, x € IN]1, 00|
Comme ¢’ est continue sur I on doit avoir C; = Cy = C3, puis y(z) = C(x? — 1) pour tout
xel.

Etape 2: On résout y. On a y2(z) — 1 = C(22 — 1) pour tout z € I. On veut prendre
la racine carrée et on distingue deux cas.

Cas 1: il existe xg € I tel que y(xg) = 0. On injecte zy dans I'équation au début pour

trouver o = 0, puis C' = 1. On obtient donc y*(z) = 2%, donc pour chaque x € I on a soit
y(x) = z ou y(r) = —x (attention, cela ne veut pas dire qu’on n’a que deux solutions! Pour
l'instant on ne sait pas encore). On dérive cette identité pour trouver 2y(z)y'(z) = 2z puis
y'(z) € {£1}. Comme y/'(I) est un intervalle, il nous reste que deux cas: soit y/(x) = 1
pour tout x € I et dans ce cas y(z) = x, soit /() = —1 pour tout x € I et dans ce cas
y(x) = —x.

Cas 2: 0 ¢ y(I). Dans ce cas C doit vérifier C(2? — 1) +1 > 0 pour tout = € I et on a

deux solutions:
y(z) =vVC0a2+1—-0C, yo(z) = —vVC22+1-C.

Exercice 11.— 1. Supposons m # 0 ainsi ’équation est équivalente a:
q q

2" (t) + %x'(t) =g.
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Si 'on pose y(t) = 2/(t) pour tout ¢ € R alors y vérifie 'équation du premier ordre linéaire
suivante:

YO+ oyt =g (4

Nous remarquons tout de suite que la fonction constante yo(t) = %2 est une solution
particuliere de cette équation. Pour obtenir ’ensemble de toutes les solutions calculons les
solutions de 1’équation homogene:

() + ylt) =0

Elles sont sous la forme: y(t) = Ae™m’ avec A € R et ¢ € R. Ainsi toutes les solutions de
I’équation avec second membre sont de la forme:
mg

y(t) = T + e !

avec A € R et t € R. Aussi, la condition 2/(0) = y(0) = v fixe la valeur de A:

y(0) = =% + X =y

donc A = vy — %2, soit

mg mg, _k,
t) = —2 — —DeTm

y(t) = ==+ (o — 5 7)e

est la solution de I’équation (x) satisfaisant y(0) = vy.

2. 1l s’agit ensuite de résoudre 1'équation z’(t) = y(t) soit chercher les primitives de y.

Ainsi mg m mg.
_mg, m. My —ky
x(t) = p t . (vo 7 Je m' +c

avec ¢ € R. Le parametre ¢ étant fixé par la condition z(0) = zg soit

m maqg
Co = Tg + —(Uo - —)

k k

La solution z : t — x(t) possede une asymptote quand ¢ — 400 car

mg m mg. _k,
r(t)——— —cp=—"(vg———)e m
(1) -"9 = -y - ™)
et —7(vo — %)e‘ﬁt — 0 lorsque t — +o00. L’équation de cette asymptote est :
mg
=—x+cC
Y 2 0

la position de la courbe représentant z(t) est placée au-dessus de 'asymptote si

- 5) >0
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et en-dessous sinon.
Par contre lorsque ¢t — —oo x(t) — +o0o si —2(vg — Z2) > 0 et z(t) — —oo si

m k k
_m

k(UO_Tg)>0

Exercice 12.— On va montrer que toute solution de y” 4+ ay’ + by = 0 est bornée sur R,
si et seulement si

(a,b) # (0,0) et a,b>0.

L’équation caractéristique associée & cette équation différentielle est X2 +aX +b = 0. Le
discriminant de cette équation est A = a? — 4b.

lére étape : le cas A >0
Supposons dans un premier temps que A > 0, c’est-a-dire a
I’équation caractéristique sont alors

—a+\/K —a—\/z'

t =
5 € i) B

2 > 4b. Les racines de

I =

D’apres le cours, toutes les solutions ¢ — y(t) de I’équation différentielle linéaire homogene
(d’ordre 2) y" 4+ ay + by = 0 sont les fonctions définies sur R telles que :

vVt € R, y(t) = X + pe™,

avec \, i des constantes réelles. Les fonctions y s’écrivant comme ci-dessus sont bornées
sur R, si et seulement si les racines x; et xo sont toutes les deux négatives ou nulles (car
sinon l'une des exponentielles divergeraient vers +o00). Ceci ne peut pas se produire si
a < 0. En effet, nous aurions alors forcément :

—a+ VA - VA
2 -2
> 0 (car on a supposé A > 0).

T = (car —a > 0)

Que toutes les solutions de 1’équation différentielle 3" + ay’ + by = 0 soient bornées sur R,
lorsque A > 0, implique donc forcément que a > 0. Montrons maintenant la proposition
réciproque. Supposons a > 0 et cherchons un critere sur b pour s’assurer que les racines
x1 et xo de I'équation caractéristique associée a 1’équation différentielle soient négatives ou
nulles. Quand a > 0, nous avons :

—a+VA —a++Va2—4p —aTta _3_3 a 4b
1‘1: = = = — . 1———1
2 2 2 2 a?

Ainsi :
/ 4b / 4b
a a
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Il est clair quer la derniere inégalité est vérifiée si et seulement si b > 0. Quant a la racine
4, elle est alors toujours négative quand a > 0 car son numérateur —a—+/A est une somme
de termes négatifs. Conclusion : nous avons montré dans cette premiere étape que lorsque
A > 0, les solutions de y”+ay’+by = 0 sont bornées sur R si et seulement sia > 0et b > 0.

2eme étape : le cas A > 0

L’équation caractéristique admet dans ce cas une racine double x = =* et les solutions
t — y(t) de 'équation différentielle linéaire homogene (d’ordre 2) 3" + ay + by = 0 sont les
fonctions définies sur R telles que :

Vt e R, y(t) = (M + p)e™,

avec A, u des constantes réelles. Par croissance comparée, les fonctions y s’écrivant comme
ci-dessus sont bornées sur R si et seulement si z = 5* < 0, c’est-a-dire si et seulement si
a > 0. Attention, elles ne le sont pas quand z = 0, a cause du terme polynomiale A\t + .
Remarquons que b est ici forcément positif quand a > 0, car nous avons A = 0, donc
b? = 4a.

3éme étape : le cas A <0
Les racines de I’équation caractéristique sont maintenant
—a+ivV—A —a —iv—A

rn=—— ¢t x9=

2 2

D’apres le cours, toutes les solutions ¢ — y(t) de I’équation différentielle linéaire homogene
(d’ordre 2) y” 4+ ay + by = 0 sont les fonctions définies sur R telles que :

0 e (550,

Vt R, y(t) =e 2" ()\COS( t) + psin (
avec A, p des constantes réelles. Les fonctions y s’écrivant comme ci-dessus sont bornées
sur Ry si et seulement si 5* < 0, c’est-a-~dire si et seulement si @ > 0. Observons qu’ici b
est forcément positif car 0 < a? < 4b.

Conclusion I’ensemble des couples (a, b) tels que les solutions de I’équation différentielle
linéaire homogene (d’ordre 2) y” + ay + by = 0 sont toutes bornées sur R, est comme at-
tendu

{(a,b) € R* | a,b >0} \ {(0,0)}.

Exercice 13.—

1. La fonction cherchée y étant de classe C' et a valeurs strictement positives sur un
intervalle I (a définir), la fonction Z, définie par Z(t) = \/y(t) pour tout t € I est aussi
de classe C! & valeurs strictement positives de dérivée:

"(t "t
7t = Y ) _ v

oy 220ty
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Or y satisfait I’équation (*) donc Z vérifie:
20 +tHZ(t) Z'(t) — 2 2%(t) = =2 Z(¢t)
pour tout ¢ € I. De plus Z ne s’annulant jamais sur I cette équation est équivalente a
1+t Z'(t) - Z(t) = —1.
De plus 1 4 ¢? ne s’annulant jamais pour tout t réel, I’équation est alors équivalente a:

1
14 t2

Z'(t)

20) =~ ()

Nous obtenons ainsi I'expression des fonctions a et b, i.e.

1
1+t

2. On remarque qu’une solution particuliere de I'équation (%) est Zy(t) = 1 pour tout
t réel. Cherchons maintenant la forme générale des solutions de I’équation homogeme:

1
1++¢2

1
1+¢2

Z'(t)

Z(t) = 0.

Nous savons qu'une primitive de ¢ — est la fonction ¢ — arctan(t) ainsi les solutions

7, de I’équation homogene s’écrivent:
Zl (t) — )\earctant
avec A € R et t € R. Ainsi toutes les solutions Z de 'équation (xx) s’écrivent:
Z(t) =14+ )\earctant

avec A € R et t € R. Ces fonctions, selon les valeurs de A, ne sont pas toujours a valeurs
stritement positives sur R on ne peut donc pas en conclure tout de suite les solutions y de
(%) ainsi que l'intervalle 1.

Parmi ces solutions, il y en a une seule notée ¢ qui vérifie le probleme de Cauchy
6(0) = v/a.

En effet cette condition entraine que 1+ A1 = y/a, soit A = y/a — 1. Ainsi la fonction
¢t 1+ (Va—1)e ™t g5t 'unique solution de I'équation (xx*) vérifiant le probleme

de Cauchy, ¢(0) = \/a.
3. Utilisant I’équation (k%) ou calculant directement la dérivée de ¢ on trouve:

\/a —1 earctant.

o(t) = 1+ 2

Ainsi ¢/(t) est du signe de \/a—1. Si a = 1 la solution ¢ est constante et ¢(¢) = 1 pour tout
t € R. Si«a > 1lasolution ¢ est stritement croissante et a valeurs strictement positives pour
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tout t € R. Etudions le cas ou a < 1, la fonction ¢ étant alors décroissante. La fonction
arctan étant a valeurs dans l'intervalle ouvert | — 7, fracm2[ on déduit I’encadrement de
(t): , .

1+ (Wa—1ez <¢t) <1+ (Va—1)e 2

la quantité /o — 1 étant négative. Ainsi, si a est telle que
14 (Va—1)e2 <0

alors, la fonction ¢ étant décroissante et continue, il existe un réel ty tel que ¢(tg) = 0 et
¢(t) < 0 pour tout ¢t > ty. Il existe donc bien une valeur ag €0, 1] telle que si o < oy alors
la fonction ¢ peut s’annuler pour t > 0.
4. Ainsi, posons
ap=(1—e"2)%

Si a > ap la solution de I'équation (x) est y(t) = (4(t))?, C' sur R tout entier.
Si a < ayp alors il existe tg > 0 tel que ¢(ty) = 0 aussi la solution de I’équation () est la

fonction y(t) = (¢(t))?, C* sur I'intervalle ouvert | — oo, o[, toy étant le nombre réel positif
telle que ¢(tp) = 0.

Exercice 14.— Pour résoudre I’équation proposée, il est indiqué de faire le changement de
fonction inconnue z(¢) = (1 +e')y(t). On a 2/(t) = ely(t) + (1 + ")y (¢) et 2" () = ely(t) +
ey (t) + ety (t) + (L+ )y (t) = e'y(t) + 2"y (t) + (1 +¢")y"(t). On a donc (1+e)y"(t) +
2ty (1) + (2e! + 1)y (t) = 2"(t) —ety(t)+ (2" +1)y(t) = 2" (t)+ (" +1)y(t) = 2"(t)+2(t). On
en déduit que la fonction y est solution de 'équation (E) : (1+e)y”+2e'y +(2e'+1)y = te
si et seulement si la fonction z = (1 + €')y est solution de I'équation (E') : 2" + z = te

On résout donc I'équation (E’). La solution générale de 1’équation homogene associée
2"+ 2z =0 s’écrit z(t) = Acos(t) + Bsin(t) ou A et B sont des constantes réelles.

On cherche une solution particuliere de (E’) sous la forme z(t) = (at + b)e’. On a
Z'(t) = ae' + (at + b)e' = (at + a+ b)e' et 2"(t) = ae' + (at + a + b)e! = (at + 2a + b)e'.
On en déduit que te! = 2”(t) + z(t) = (at + 2a + b)e' + (at + b)e' = (2at + 2a + 2b)e'. On
identifie et on a donc 2a = 1 et 2a+2b = 0, ¢’est-a-dire a = 1/2 et b = —1/2. Une solution
particuliere de (E') est donc z(t) = 5(t — 1)e".

La solution générale de 1'équation (E') s’écrit donc :

z(t) = Acos(t) + Bsin(t) + %(t —1)e.

Il en résulte que la solution générale de I’équation (E) s’écrit :

1
et +1

y(t) = (A cos(t) + Bsin(t) + %(t - 1)et> :
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